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Vorrede. 



)^ Die vorliegende Schrift hat den Zweck, einen Algorithmus 
•^mitzutheilen, der ausschliesslich im Boden der Geometrie der 
^ Lage wurzelt, d.h. zu zeigen, auf welche Weise sich räumliche 
' ^ Gebilde ohne Anwendung von Massverhältnissen hinsichtlich 
/ihrer gegenseitigen Lage durch Zahlen ausdrücken und einem 
o^Calcüle unterwerfen lassen. Die Berechtigung eines solchen 
Oalcüls scheint ausser Zweifel zu sein, wenn man einerseits in 
Anbetracht der kaum übersehbaren und in stetigem Wachs- 
thume begriffenen Fülle geometrischer Sätze eine scharfe Ab- 
grenzung der Gebiete für wünschenswerth erachtet, aber auch 
anderseits die Vortheile anerkennt, welche die Anwendung 
einer sachgemässen Formelsprache der geometrischen Forschung 
bietet. In ersterer Hinsicht sind bei Untersuchungen, welche 
mit dem Masse nichts zu thun haben, selbstverständlich Me- 
thoden auszuschliessen, welche — wie die gewöhnlichen analy- 
tischen Methoden — wenigstens zu ihren Ausgangspunkten 
metrische Relationen benutzen. Aus diesem Grunde verzichtete 
man bisher in der reinen Geometrie der Lage der Hauptsache 
nach auf jeden Calcül und suchte ihre Sätze allein aus der 
räumlichen Anschauung abzuleiten"^). Aber wie hoch auch die 



•) Ja man begegnet sogar der Ansicht, als liege in dieser Methode 
ein wesentliches Merkmal der Geometrie der Lage, so dass dieselbe nicht 
selten in einen gewissen Gegensatz zur analytischen Geometrie ge- 
bracht wird. 
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Vortheile dieser Methode, die man bekanntlich als die syn- 
thetische bezeichnet, anzuschlagen sind, so lässt sich doch nicht 
verkennen, dass die Analysis das mächtigste, mid für allge* 
meinere Untersuchungen das einzige Werkzeug der modernen 
Geometrie ist und bleiben wird; und es ist eine Thatsache, 
dass man die glänzenden Fortschritte, welche die Geschichte 
der Geometrie in den letzten Decennien zu verzeichnen hat, 
der vereinigten Anwendung analytischer und synthetischer 
Methode verdanken muss. — Nun besitzen wir zwar schon in 
der V. Standt'schen Rechnung mit Würfen*) eine Analysis, die 
das Mass nicht voraussetzt; und hiermit im Zusammenhange 
hat Herr W. Fiedler in Zürich seine „projectivischen Coor- 
dinaten""*"*) definirt. Ebenso verwendet Herr G. Battaglini 
in Neapel ***) — anknüpfend an die geometrischen Netze von 
Möbius — fiir geometrische Untersuchungen einen Calcül, der 
von der Hypothese eines Strecken- oder Winkelmasses keinen 
Gebrauch macht. Es ist aber meines Wissens im Folgenden 
zum ersten Male der Versuch gemacht worden, den arith- 
metischen Formalismus in der Geometrie der Lage als Aus- 
gangspunkt zu wählen und weiterhin bei den Untersuchungen 
als hodegetisches Princip zu betrachten. Der neue Calcül gründet 
sich zum Theil auf Grassmann'sche Principien. Denn wenn 
auch Grassmann in den geometrischen Anwendungen seiner 
Ausdehnungslehre zur Definition der Summen und Produkte 
durchgängig metrische Beziehungen verwendet, so bedarf es 
doch nur gewisser Verallgemeinerungen, um diese Begriffe vom 
Masse unabhängig zu machen. Thatsächlich wurde ich aus- 



*) V. Standt, Beiträge zur Geom. d. Lage, Heft II, p. 261. YergL 
auch Lüroth, Mathem. Ann., Bd. 8, p. 145. 

**) Fiedler, Vierteljahrsschrift der Naturf. Gesellschaft zu Zürich, 
Bd. 15, pag. 152. 

***) Battaglini, Atti della E. Accademia delle Scienze Fisiche e 
Matematiche di Napoli, vol. VI, No. 6 und 12. 



schliesslich durch das Studium der Grassmann'schen Ausdeh- 
nungslehre auf die vorliegende Darstellung hingeleitet. Wenn 
ich mich in dieser Darstellung — die Einleitung ausgenommen 
— auf die Ebene beschränke, so bin ich doch weit davon ent- 
fernt, einer methodischen Trennung der Untersuchungen ebener 
und räumlicher Gebilde das Wort zu reden. Es würde aber 
der Umfang der vorliegenden Schrift ein viel zu beträchtlicher 
geworden sein, wenn ich auch nur das AUerwichtigste über 
räumliche Gebilde darzustellen versucht hätte ; und ich glaube, 
dass die eigenthümlichen Vortheile der Methode, deren Erläu- 
terung den Vorwurf dieses Schriftchens ausgemacht hat, auch 
schon in ihrer Anwendung auf die einfachsten ebenen Gebilde 
dem aufmerksamen Leser nicht entgehen werden. E benso glaubte 
ich in diesem Versuche auf eine vollkommen strenge und allge- 
meine Darstellung der Sache verzichten zu müssen. Insbesondere 
macht der. letzte Abschnitt (No. 7) in keiner Weise Anspruch 
auf Allgemeinheit und Vollständigkeit; er soll nur dazu dienen, 
von einem Theile der Samenkörner, die im Vorhergehenden 
geboten werden, die Keimfähigkeit nachzuweisen. Im Hinblick 
auf sonstige Mängel der Arbeit bitte ich um eine wohlwollende 
Nachsicht des Kenners. — Schliesslich spreche ich den lieben 
Herren Collegen, Gymnasialoberlehrer Schlegel in Waren für 
seine vielfachen, trefflichen Anregungen zum Studium der 
Grassmann'schen Werke und Realschuloberlehrer Oestereich 
in Freiberg für seine Beihilfe, die ich bei Auswahl geeigneter 
Namen für neue Begriffe häufig in Anspruch genommen habe, 
hiermit meinen besten Dank aus. 

Freiberg, im Juli 1881. 

Der Verfasser. 
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1. Elnleltnng. 

a. Die Raumelemente und die Grundgebilde der 
Geometrie der Lage. Der Punkt, die unbegrenzte Ge- 
rade, die unbegrenzte Ebene und der unbegrenzte Eaum 
werden in der Geometrie der Lage als gegeben vorausgesetzt 
und als ßaumelemente bezeichnet. Durch jede Zusammen- 
fassung solcher Elemente wird ein geometrisch es Gebilde erzeugt. 

Die Raumelemente sind durch folgende Eigenschaften 
charakterisirt: 

In dem Punkte kann eine beliebige Anzahl von Punkten, 
in der Geraden eine beliebige Anzahl von Punkten und Ge- 
raden, in der Ebene eine beliebige Anzahl von Punkten, Ge- 
raden und Ebenen, im Eaume eine beliebige Anzahl von Punk- 
ten, Geraden, Ebenen und Räumen liegen. Bezeichnet man 
den Punkt, die Gerade, die Ebene und den Raum bezüglich 
als Elemente erster, zweiter, dritter und vierter Stufe, so 
können diese Sätze in den einen Satz zusanmiengefasst werden: 

In dem Elemente n*®' Stufe kann eine beliebige Anzahl 
von Elementen m^*^, tna*®^... Stufe liegen, wenn keine der 
Zahlen nti grösser als n ist. 

Ist ttti gleich n, so fallen alle Elemente mi*®' Stufe, wenn 
sie in dem Elemente n^^ Stufe liegen, mit diesem einen 
Elemente zusammen. 

Liegen Elemente rtii^, nia*®',... Stufe in einem Elemente 
n*®' Stufe, aber nicht alle zugleich in einem Elemente, dessen 
Stufenzahl kleiner als n ist, so soll das Element n*®' Stufe 
das verbindende Element der Elemente nii*®' Stufe genannt 
werden. 

Noth« Die Arithmetik der Lage. 1 



Zwei oder mehrere Baumelemente besitzen immer ein und 
nur ein verbindendes Element. 

Wenn ein Element m*®' Stufe in einem Elemente n**' Stufe 
liegt, so soll gesagt werden, das letztere gehe durch das erstere. 

Durch das Element m**' Stufe kann eine beliebige An- 
zahl von Elementen n^^% ita*®',... Stufe gehen, wenn keine der 
Zahlen m kleiner als m ist. 

Ist tti gleich tn, so fallen alle Elemente tii*®' Stufe, wenn 
sie durch das Element m*®' Stufe gehen, mit diesem einen 
Elemente zusammen. 

Gehen Elemente tii*®', Tig*®',... Stufe durch ein Element 
m*^' Stufe, aber nicht alle zugleich durch ein Element, dessen 
Stufenzahl grösser als m ist, so soll das Element m*" Stufe 
das gemeinschaftliche Element der Elemente tii*®' Stufe 
genannt werden. 

Zwei oder mehrere Eaumelemente besitzen höchstens 
ein gemeinschaftliches Element. 

Raumelemente sind mit Bücksicht auf ihr verbindendes 
und auf ihr gemeinschaftliches Element in allgemeiner Lage 
gegeben, wenn jeder beliebigen Gruppe der gegebenen Ele- 
mente ein verbindendes Element von möglichst grosser 
und ein gemeinschaftliches Element von möglichst 
kleiner Stufenzahl, resp. kein gemeinschaftliches Ele- 
ment zukommt. 

Zwei Punkte, die nicht zusammenfallen, eine Gerade und 
ein Punkt, der nicht in dieser Geraden liegt, eine Ebene und 
ein Punkt, der nicht in dieser Ebene liegt, zwei Gerade, die nicht 
in einer und derselben Geraden oder Ebene liegen, besitzen 
kein gemeinschaftliches Element. Hingegen besitzen zwei Ge- 
rade, die in einer Ebene liegen, aber nicht zusammenfeUen, 
einen Punkt als gemeinschaftliches Element. Im Eaume be- 
sitzen eine Ebene und eine Gerade, die nicht in dieser Ebene 
liegt, einen Punkt, zwei Ebenen, die nicht zusammenfallen, 
eine Gerade als gemeinschaftliches Element. Diese Sätze 
lassen sich in folgender Weise allgemein ausdrücken: 

Besitzen zwei Raumelemente m,*®' und nta*®' Stufe das 
verbindende Element n*®' Stufe, das gemeinschaftliche Element 
I*«' Stufö, und setzt man l gleich Null, wenn die Elemente 



nii*®' und wtg*®' Stufe kein gemeinschaftliches Element besitzen, 
so ist immer nti + iTia gleich l + tt."*^) 

Ein noch nicht gegebenes JElaumelement kann daher durch 
Position von zwei anderen Raumelementen entweder als ver- 
bindendes oder als gemeinschaftliches Element eindeutig 
bestimmt werden; als verbindendes Element, wenn seine Stufen- 
zahl grösser, als gemeinschaftliches Element, wenn diese 
Zahl kleiner als die Stufenzahl eines jeden der gegebenen 
Elemente ist. Wird nämlich ausser einem Elemente nii*®' Stufe 
ein anderes Element nta**' Stufe in der Weise gegeben, dass 
diese beiden Elemente das verbindende Element n*®' Stufe be- 
sitzen, so bestimmen sie ein gemeinschaftliches Element 
(nti + tn3 — n)*®' Stufe; besitzen aber jene beiden Elemente das 
gemeinschaftliche Element l*«' Stufe, und nimmt man I gleich 
Null, wenn sie kein gemeinschaftliches Element besitzen, so be- 
stimmen sie ein verbindendes Element (mi + nta — !)*•' Stufe. 

Denkt man sich das eine bestimmende Element, oder 
jedes von beiden abermals durch zwei andere Elemente be- 
stimmt u. s, f., so ergeben sich unendlich viele Bestimmungs- 
weisen eines Raumelementes durch andere Raumelemente. Von 
besonderem Interesse sind diejenigen Bestimmungsweisen, bei 
welchen das bestimmte Element entweder als verbindendes 
oder als gemeinschaftliches Element aller gegebenen Elemente 
erscheint. Als verbindendes Element wird auf diese Weise 
bestimmt: 1) die Gerade durch zwei Punkte, 2) die Ebene 
a) durch eine Gerade und einen Punkt, der nicht in dieser 
Geraden hegt, b) durch drei Punkte, die nicht in einer und 
derselben Geraden liegen, c) durch zwei Gerade, die einen 
Punkt gemeinschaftlich haben. Als gemeinschaftliches Element 
wird bestimmt: 1) der Punkt a) durch eine Gerade und eine 
Ebene, deren verbindendes Element der Raum ist, b) durch 
drei Ebenen im Räume, die nicht durch eine und dieselbe Ge- 
rade gehen, c) durch zwei Gerade, die in einer Ebene hegen 
(und nicht zusammenfallen), 2) die Gerade durch zwei (nicht 
zusanmienfallende) Ebenen im Räume. 



*) Die allgemeine Giltigkeit dieses Satzes ist zuerst von H. Grass- 
mann nachgewiesen worden. Vergl. Ausdehnungsl. v. J. 1862, p. 14. 
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Bedeuten tttj, nig, . . . die StufenzaMen von Raumelementen, 
und versteht man unter r eine absolute Zahl, die grösser als 
ntt ist, so nennt man die Elemente nti**' und (r — nii)**', tttg*®' 
und (r — tttg)*®',... Stufe reciproke ßaumelemente. Für 
rs=2 sind also Punkt und Punkt reciproke Elemente; für 
r = 3: Punkt und Gerade; für r = 4: Punkt und Ebene, Ge- 
rade und Gerade; für r = 5: Punkt und Raum, Gerade und 
Ebene; für r = 6: Gerade und Raum, Ebene und Ebene; für 
r = 7: Ebene und Raum; für r==8: Raum und Raum. Für 
grössere Werthe von r würden immer Elemente in Betracht 
kommen, deren Stufenzahl grösser als 4 ist. Von dergleichen 
Elementen, unter welche auch für r = 6 das reciproke Element 
des Punktes, für t = 7 die reciproken Elemente von Punkt und 
Gerade, für r == 8 die reciproken Elemente von Punkt, Gerade 
und Ebene gehören, fehlt uns jede Anschauung; sie bleiben 
im Folgenden von der Betrachtung ausgeschlossen. 

Ist I die Stufenzahl des gemeinschaftlichen, n die 
Stufenzahl des verbindenden Elementes von zwei Elementen 
tHi**' und Tita*®' Stufe, und nimmt man I gleich Null, wenn die 
beiden Elemente mt*®' Stufe kein gemeinschaftliches Element 
besitzen, so ist r — l die Stufenzahl des verbindenden, x—n 
die Stufenzahl des gemeinschaftlichen Elementes der Ele- 
mente (r — THi)*®' und (r — nia)*®' Stufe. Der Bestimmung eines 
Raumelementes als verbindendes Element steht demnach die 
Bestimmung des reciproken Raumelementes als g e m e in s ch af t - 
liches Element der reciproken Elemente gegenüber. Dem 
Satze: „Zwei Punkte, die kein gemeinschaftliches Element be- 
sitzen (nicht zusammenfallen), bestimmen eine Gerade als ver- 
bindendes Element" steht z. B. gegenüber 

1) für r = 2: „Zwei Punkte, deren verbindendes Element die 

Gerade ist, bestimmen kein gemeinschaftliches 
Element"; 

2) für t = 3: „Zwei Gerade, deren verbindendes Element die 

Ebene ist, bestimmen einen Punkt als gemein- 
schaftliches Element*^; 

3) für r = 4: „Zwei Ebenen, deren verbindendes Element 

der Raum ist, bestimmen eine Gerade als ge- 
meinschaftliches Element". 
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Dem Satze: „Drei Punkte, die kein gemeinschaftliches 
Element besitzen, bestimmen, wenn sie nicht in einer und der- 
selben Geraden liegen, eine Ebene als verbiadendes Element" 
steht gegenüber 

1) fiir t = 3: „Drei Gerade, deren verbindendes Element die 

Ebene ist, bestimmen, wenn sie nicht durch 
einen und denselben Punkt gehen, kein ge- 
meinschaftliches Element"; 

2) für r = 4: „Drei Ebenen, deren verbindendes Element der 

ßaum ist, bestimmen, wenn sie nicht durch 
eine und dieselbe Gerade gehen, einen Punkt 
als gemeinschaftliches Element", etc. 

Ueberhaupt stehen jedem Satze in der Geometrie der Lage 
andere Sätze reciprok gegenüber. Wenn sich nämlich be- 
haupten lässt, dass xmter einer gewissen Voraussetzung die 
Elemente f^*«', t^^^, . . . Stufe durch das Element l^ Stufe gehen, 
und die Elemente nti*®', nig*^,... Stufe in dem Elemente n^' 
Stufe liegen, so gelten zugleich auch diejenigen Sätze, in denen 
unter der entsprechenden Voraussetzung behauptet wird, dass 
die Elemente (t — fj)*®', (r — fg)'®',... Stufe in dem Elemente 
(r — I)*ö' Stufe liegen und die Elemente (r — nii)*®', (r— mg)**',... 
Stufe durch das Element (r — n)*®' Stufe .gehen. 

Die Gesammtheit von Raumelementen, deren verbindendes 
und deren gemeiuschaftliches Element gegeben ist, heisst ein 
geometrisches Grundgebilde. Jene Raumelemente heissen 
die Elemente des Grundgebildes; ihr gemeinschaftliches und 
ihr verbindendes Element nennt man die Träger desselben; 
und zwar soll im Folgenden das gemeinschaftliche Element 
der untere Träger, das verbindende Element der obere Träger 
des Grundgebildes genannt werden. Besitzen die Raumelemente 
kein gemeinschaftliches Element, so nennt man gewöhnlich 
nur ihr verbindendes Element den Träger des Grundge- 
bildes. 

Bezeichnet man die Stufenzahlen der Träger des Grund- 
gebildes durch I und tt, das Grundgebilde selbst durch ((, tt), 
indem man l oder n gleich Null nimmt, wenn die Elemente 
des Grundgebildes kein gemeinschaftliches Element besitzen, 
so lassen sich — mit Ausschluss derjenigen Fälle, in welchen 
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die Stufenzahlen der beiden Träger einander gleich sind, das 
Grundgebilde also die Gesammtheit zusammenfallender Ele- 
mente der nämlichen Stufenzahl ist — folgende sechs Grund- 
gebilde unterscheiden: 

(0,2), (1,3), (2,4); (0,3), (1,4); (0,4). 
Das Grundgebilde (0, 2), die Punktreihe, ist die Gesammtheit 
von Punkten in einer Geraden, die kein gemeinschaftliches 
Element besitzen (nicht alle in einem Punkte liegen); (1, 3), 
das Strahlenbüschel, ist die Gesammtheit von Geraden in einer 
Ebene, die durch einen und denselben Punkt gehen; (2, 4), das 
Ebenenbüschel, ist die Gesammtheit von Ebenen im ßaume, 
die durch eine und dieselbe Gerade gehen; (0, 3), das ebene 
System, ist die Gesammtheit von Punkten und Geraden in 
einer Ebene, die kein gemeinschaftliches Element besitzen; 
(1, 4), das Strahlenbündel, ist die Gesammtheit von Geraden 
und Ebenen im Räume, die durch einen und denselben Punkt 
gehen; (0,4), das räumliche System, ist die Gesammtheit von 
Punkten, Geraden und Ebenen im Eaume, die kein gemein- 
schaftliches Element besitzen. Die Punktreihe, das Strahlen- 
büschel und das Ebenenbüschel werden gewöhnlich als Grund- 
gebilde erster Stufe bezeichnet; das ebene System und das 
Strahlenbündel heissen Grundgebilde zweiter Stufe; das räum- 
liche System nennt man Grundgebilde- dritter Stufe. Die 
Differenz der Stufenzahlen der beiden Träger eines Grund- 
gebildes I*«' Stufe ist also t+1. 

Das Grundgebilde (I, n) und das Grundgebilde (r — T, r — ti) 
heissen, wenn r eine absolute Zahl bedeutet, die nicht kleiner 
als I oder nist, reciproke Grundgebilde. Es stehen somit 
als reciproke Grundgebilde gegenüber 

für r = 2: die Punktreihe, 
für r = 3: das Strahlenbüschel, 
für t = 4: das Ebenenbüschel; 
flir r = 3 : die Punktreihe, 
für r = 4: das Strahlenbüschel, 
für r = 5: das Ebenenbüschel; 
für r = 4: die Punktreihe, 
für r = 5: das Strahlenbüschel, 
für r = 6: das Ebenenbüschel; 



1) der Punktreihe 



2) dem Strahlenbüschel 



3) dem Ebenenbüschel 



., j , a , ffurr = 3: das ebene System, 

4) dem ebenen Systeme { ß^ ,^4^ ^^ StraHenbündel; 

e:\ j ax 1.1 U" j 1 f für t = 4: das ebene System, 

5) dem Strahlenbmidel i ... ^ . ^. , , V.. , ' 

^ I flir r=:5: das Strahlenbmidel; 

6) dem räumlichen Systeme für r = 4: das räumliche System. 

Ein Raumelement, welches einem gegebenen Grundgebilde 
nicht angehört, kann mit diesem ein anderes G-rundgebilde 
bestimmen; nämlich mit jedem Träger und mit jedem Ele- 
mente des gegebenen Grundgebildes entweder 1) ein verbin- 
dendes oder 2) ein gemeinschaftliches Raumelement als Träger, 
resp. als Element des zweiten Grundgebildes. Auf diese Weise 
bestimmt ein Punkt, der nicht im Träger der Punktreihe liegt, 
mit jedem Elemente der Punktreihe eine Gerade, die durch 
ihn geht, also mit der Punktreihe selbst ein Strahlenbüschel. 
Ebenso bestimmt eine Gerade, die mit dem Träger der Punkt- 
reihe kein gemeinschaftliches Element besitzt, mit jedem Ele- 
mente derselben eine Ebene, die durch die Gerade geht, mit 
der Punktreihe also ein Ebenenbüschel. Ferner bestinmit ein 
Strahlenbüschel mit einem Punkte, der nicht in seiner Ebene 
hegt, oder mit einer Geraden, welche mit jedem der beiden 
Träger den Punkt als gemeinschaftliches Element besitzt, ein 
Ebenenbüschel, mit einer Geraden, welche mit jedem der beiden 
Träger die Ebene, oder mit einer Ebene, die mit den Trägem 
den Raum als verbindendes Element besitzt, eine Punktreihe. 
Endlich wird durch ein Ebenenbüschel mit einer Geraden eine 
Punktreihe, mit einer Ebene ein Strahlenbüschel bestimmt, 
wenn jener Geraden, bez. dieser Ebene mit jedem Träger des 
Ebenenbüschels der Raum als verbindendes Element zukommt. 
In analoger Weise können die beiden Grundgebilde zweiter 
Stufe durch Position eines Raumelementes auseinander erzeugt 
werden. Denn ein Punkt, der mit dem Träger des ebenen 
Systems kein gemeinschaftliches Element besitzt, bestimmt mit 
jedem Punkte des Grundgebildes eine Gerade, mit jeder Ge- 
raden eine Ebene, also mit dem ebenen Systeme ein Strahlen- 
bündel. Ist aber das Strahlenbündel gegeben und eine Ebene, 
die mit seinen Trägem den Raum als verbindendes Element 
besitzt, so bestimmt diese Ebene mit jeder Geraden des 
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Starahlenbündels einen Punkt, mit jeder Ebene eine Gerade, 
folglich mit dem Strahlenbündel selbst ein ebenes System. 
Diese Sätze lassen sich in folgender Weise allgemein aus- 
drücken: 

Ein Baumelement x^ Stufe bestimmt mit dem Grund- 
gebilde (I, n) ein anderes Grundgebilde, wenn dasselbe (jenes 
Eaumelement) sowohl mit dem Elemente l^ Stufe, als auch 
mit dem Elemente n*®' Stufe entweder 1) ein und dasselbe 
gemeinschaftliche Element q*®' Stufe oder 2) ein und 
dasselbe verbindende Element p' Stuf e besitzt, indem q 
gleich Null genommen wird, wenn im ersten Falle dem Ele- 
mente r*" Stufe sowohl mit dem Elemente l*«', als auch mit 
dem Elemente n*®' Stufe kein gemeinschaftliches Element zu- 
kommt. Das auf solche Weise bestimmte Groudgebilde ist 
im ersten Falle: (I + t — q, n + r — q), im zweiten Falle: 
a + r~f, n + r-f). f 

Unter vier nicht zusammenfallenden Elementen eines 
Grundgebildes erster Stufe wird jedes von einem und nur \ 

von einem andern durch die beiden übrigen Elemente ge- ' i 

trennt. Unter den vier Elementen A, B, C, D einer Punkt- 
reihe wird z, B. 
der Punkt Ä vom Punkte B getrennt durch C und D oder 
» ?? -^ » ?j ^ » » -^ j^ " „ 

» » -^ >? » -^ j> » " ?> ^* 

Das Entsprechende gilt von vier Geraden a, 5, c, d eines 

Strahlenbüschels und von vier Ebenen a, /?, /, 8 eines Ebenen- 
büschels. , 

Wenn durch Position eines Raumelementes, welches einem 
gegebenen Gxundgebilde nicht angehört, ein anderes Grund- 
gebilde erzeugt wird, so gehen aus getrennten Elementen des 
gegebenen Gnmdgebildes getrennte Elemente im abgeleiteten 
Grundgebilde hervor. Schneidet z. B. eine Gerade p (Fig. 1. 
Seite 9) vier Gerade a, ä, c, d eines Strahlenbüschels 
bezügl. in den Punkten pa, pb, pc, pd, so ist in der Punkt- 
reihe, deren Träger p ist, das Element (der Punkt) pa vom 
Elemente pc durch die Elemente pb und pd getrennt, wenn 
im Strahlenbüschel das Element a vom Elemente c durch 
die Elemente b und d getrennt wird, etc. 




Durch t Punkte einer Panktreihe, durch t G^erade eines 
Strahlenbüschels, durch t Ebenen eines EbenenhüBchels werden 
bez. die Gerade, die 
Ebene, der Raum, also 
die oberen Träger die- 
ser G^rundgebilde in t 
Gi«biete getbeilt, wenn 
unter den t Elementen 
des Grundgebildes keios 
mit dem andern zu- 
sammenfällt. Die auf 
diese Weise getrennten 
Gebiete der Geraden 
heissen Strecken; die "*' '' 

entsprechenden Gebiete der Ebene und des Baumes werden 
bez. Winkelflächen und Winkelräume genannt. 

Insbesondere theilen zwei Punkte K und X, die in der 
Geraden p liegen, diese Gerade in zwei Strecken fy und f^\ 
jeder dritte Punkt der Geraden hegt ausserhalb der einen 
dieser beiden Strecken. Drei Gerade k, l, m, die ohne ge- 
meinschaftliches 
Element in der 
Ebene 7iliegen,thQi- 
len dieselbe in vier 
Gebiete (Dreiseits- 
flächen) üj, n^, Wj, 
H^ (Fig. 2); jede 
vierte Gerade der - 
Ebene liegt ausser- 
halb des einen die- 
ser Tier Gebiete. 
Drei Ebenen x, X, u, 

die den Punkt ds gemeinschaftliches, den Baum als verbin- 
dendes Element besitzen, theilen den Baum in vier Gebiete 
(dreiseitige Ecken); jede vierte Ebene desselben Strahlen- 
bündels liegt ausserhalb des einen dieser vier Gebiete. Vier 
Ebenen, die ohne gemeinBchafttiches Element die allgemeine 
Lage im Baume haben, theilen denselben in acht Gebiete 
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(Tetraederräume); jede fünfte Ebene des Raumes liegt ganz 
ausserhalb des einen dieser acht Gebiete. Allgemein: 

Ist im Grundgebilde (l, n) von l**' Stufe n die Stufenzahl 
des verbindenden Elementes, so wird dieses Element n*®' Stufe 
— der obere Träger des Grundgebildes — durch ! + 1 Elemente 
(„_l)ter stufe, in 2« Gebiete getheüt; jedes (f + 2)*« Element 
(n — l)**"^ Stufe, welches demselben Grundgebilde angehört, liegt 
ganz ausserhalb des einen dieser 2* Gebiete. 

Von besonderem Interesse sind diejenigen Grundgebilde, 
deren sämmtliche Elemente durch Position einer gewissen An- 
zahl von Elementen desselben Grundgebildes gegeben sind. 
Da nämlich mit der Position zweier Punkte zugleich ihre 
Verbindungslinie, mit der Position zweier Geraden der Ebene 
zugleich ihr Durchschnittspunkt gegeben ist, so werden durch 
vier Punkte, die in allgemeiner Lage in der Ebene gegeben 
sind, zunächst sechs Gerade als Verbindungslinien, von je zwei 
Punkten bestimmt. Durch diese Geraden, unter denen vier- 
mal je drei durch einen Punkt gehen, sind aber drei neue 
Punkte (Durchschnittspunkte) gegeben, die mit einem beliebigen 
der ersteren vier Punkte die allgemeine Lage besitzen, also 
ebenfalls drei neue Punkte bestimmen, u. s. f. Ebenso werden 
durch vier Gerade, die in allgemeiner Lage in der Ebene ge- 
geben sind, zunächst sechs Punkte als Durchschnittspunkte 
von je zwei Geraden bestimmt. Durch diese Punkte, unter 
denen viermal je drei in einer Geraden liegen, werden drei 
neue Gerade (Verbindungslinien) bestimmt, die mit einer be- 
liebigen der ersteren vier Geraden in allgemeiner Lage sind, 
wodurch abermals drei neue Gerade bestimmt werden, u. s. f. 
Die Anzahl der auf solche Weise gegebenen, nicht zu- 
sammenfallenden Punkte und Geraden ist, wie im Folgen- 
den gezeigt wird, unbegrenzt. In analoger Weise erkennt man, 
dass durch vier Gerade oder durch vier Ebenen, die den Punkt 
als gemeinschaftliches, den Baum als verbindendes Element 
besitzen und mit Rücksicht auf diese Elemente in allgemeiner 
Lage gegeben sind, zugleich unendlich viele Gerade und 
Ebenen mit demselben gemeinschaftlichen und verbindenden 
Elemente gegeben werden. Endlich sind durch Position von 
flinf Punkten oder von fünf Ebenen, die ohne gemeinschaft- 
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liches Element die allgemeine Lage im Baume besitzen, zu- 
gleich unendlich viele Punkte und Ebenen im Baume gegeben. 
Die auf solche Weise gegebenen Grundgebilde zweiter und 
dritter Stufe werden geometrische iJetze genannt.*) 

Anmerkung I. Man sieht, dass die an sich willkürliche 
Axmahme, die Gerade werde durch t Punkte in t Strecken, 
also durch zwei Punkte in zwei (nicht in drei) Strecken ge- 
theilt, zu Gunsten einer Concinnität mit den evidenten Sätzen 
über die Theilung .der Ebene und des Baumes durch t Ele- 
mente des Strahlenbüschels, bez. Ebenenbtischels, gemacht 
werden muss. Zugleich wird hierdurch die Auffassung bedüigt, 
nach welcher die Ebene und der Baum durch eine Gerade, 
bez. eine Ebene nicht getheilt werden. Denn wollte man 
annehmen, Ebene und Baum würden durch eine Gerade, bez. 
eine Ebene in zwei Gebiete, also durch t Elemente des Strahlen- 
büschels, resp. Ebenenbüschels, in 2-t Gebiete getheilt, so 
würde einer entsprechenden Theilung der Geraden (durch 
t Punkte in 2«t Strecken) jede Evidenz abgehen. Die An- 
nahme einer Theilung der Ebene und des Baumes durch drei 
Gerade, die kein gemeinschaftliches Element, resp. durch drei 
Ebenen, die einen Punkt als gemeinschaftliches Element be- 
sitzen, in vier Gebiete und einer Theilung des Baumes durch 
vier Ebenen, die ohne gemeinschaftliches Element sind, in 
acht Gebiete ist aber eine Consequenz jener ersten Auf- 
fassungsweise. 

Anmerkung 11. Der Begriff unendlich femer Elemente 
fäUt nicht in das Bereich unserer Betrachtungen. Hier muss 
auf alle Untersuchxmgen über den ParalleHsmus von Geraden 
und Ebenen, über die Gleichheit von Flächen- und Baum- 
theilen, von Strecken und Winkeln verzichtet werden, weil 
jedes Kriterium für diese Belationen fehlt. Ob also z. B. 
der Punkt, welchen zwei Gerade der Ebene jederzeit als 
gemeinschaftliches Element besitzen, in unendlicher Entfernung 
liegen könne, bleibt hier völlig unentschieden. 

b. Der arithmetische Pormalismus. Bedeuten a, b, 
c,... eigentliche (absolute) Zahlen, und bezeichnet man die 



Vergl. Möbius, Baryc. Calc. p. 266. u. p. 283, 
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Summe von a und b durch Q> (a, b), so lassen sich die zur 
Ableitung aller Formeln der Addition und Subtraction noth- 
wendigen und hinreichenden Gesetze der Verbindung 4> aus- 
drücken durch: 

a)(a, b) = a)(a, b); I 

j:=b, wenn \ jj 

a>(a, j:)=a>(a, b),oder ) 

j: = a, wenn 
a>():,b) = «>(a, b); 

a)(a>(a, b),c)= a)(a,a>(b,c)); in 

Q){a, b) = a>(b, a). IV 

Durch I wird ausgedrückt, dass alle Zahlen 4> (a, b) bei 
unveränderten Werthen von a und b) unbedingt für einander 
gesetzt werden können oder, was dasselbe ist, dass der Aus- 
druck Q> (a, b) nur eine Zahl bedeutet, dass die Verbindung 
Q> eindeutig ist; durch 11 und IE* wird ausgedrückt, dass 
sich der "Werth der Verbindung unbedingt verändert, wenn 
für die eine der beiden Zahlen a, b eine andere substituirt 
wird. Diese Eigeiischaft soll Dependenz genannt werden. 
Die in III und IV ausgedrückten Eigenschaften heissen bezügl. 
Associativität und Commutativität. ^) 

In I bis IV sind aber auch, wenn man unter <P(a, b) das 
Produkt der Zahlen a und b versteht, die vier Pundamental- 
gesetze der Multiplicatidn gegeben, so dass diese vier Grlei- 
chungen zur Ableitimg aller derjenigen Formeln ausreichen, 
in welchen die Zahlen entweder 1) nur durch Addition und 
Subtraction oder 2) nur durch Multiplication und Division ver- 
bunden sind. 

Der Werth von y, welcher sich aus der Gleichung 

<E>(a, y) == c oder aus <J> (r, b) = c 

ergiebt, ist Differenz, wenn die Verbindung als Summe, 
Quotient, wenn Q> als Produkt gedacht wird. 

Bezeichnet man aber die Summe zweier Zahlen a und b 



*) lieber die Einführung! dieser Namen vergl.H.Hankel, Theorie der 
complexen Zahlensysteme, p. 3. Anm. 2. Für die in 11 oder 11* ausge- 
drückte Eigenschaft, durch welche die Eindeutigkeit der inversen Ver- 
bindung bedingt wird, fehlte bisher ein besonderer Name. 
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durch 0^ {a, b), ihr Produkt durch fp^ (o, 6), so besteben ferner 
die Gleichungen: 

a>3 ( «»1 (a,:b), c) = a>i (a>, (a, c), a>, (b, c) ) , v 

0), (a, a>i (6, c)) = 0), (a>3 (a, b), 0), (a, c)). V* 

Diese Gleichungen, welche den Zusammenhang zwischen 
Summe und Produkt, die Distributivität des Produktes aus- 
drücken, sind ausser den Gleichungen I bis IV zur Ableitung 
derjenigen Formeln erforderlich, in denen die Zahlenausdrücke 
sowohl durch Addition und Subtraction, als auch durch Multi- 
pHcation und Division verbunden werden. 

Bedeuten nun a, b, c,... eindeutige, aber sonst allge- 
meine Objecte, so sind die Gleichungen I bis IV als De- 
finitionsgleichungen der Verbindung Q> anzusehen, und 
diese Verbindung kann nach Belieben, so lange nicht andere 
Relationen hierüber entscheiden, entweder als Summe oder als 
Produkt der Objecte a und i aufgefasst werden. Eine Ent-,, 
Sche idung mu ss aber dann immer getroffenjverden, wenn sich 
zwe^i Verbindungen <l>i und ^3 aullinden lassen, die beide den 
Gesetzen I bis IV unterworfen sind und ausserdem noch in 
der durch die Gleichungen V und V^ ausgedrückten Beziehung 
zu einander stehen. Die Verbindung (p^ ist dann immer als 
Summe, die Verbindung ^3 ^^ Produkt anzusehen. Solche 
Verbindungen finden sich insbesondere bei der Betrachtung 
geometrischer Objecte; und hierauf gründet sich jede 
Anwendung des arithmetischen Formalismus auf die 
Geometrie. Aber wenn man schon auf dem Boden der 
Arithmetik insofern zu einer Erweiterung der Begriffe von 
Summe und Produkt veranlasst wird, als sich im Verlaufe der 
Operationen Objecte ergeben, deren Verbindungen nicht alle 
Eigenschaften der eigentlichen Summe und des eigentlichen 
Produktes besitzen, so gilt dies in noch weiterem Umfange 
von gewissen Verbindungen geometrischer Objecte. Solche 
Verbindungen gestatten dann.inmier nur eine partielle An- 
wendung arithmetischer Formeln; offenbar derjenigen Gruppe, 
zu deren Ableitung die flir die betreffenden Verbindungen un- 
giltigen Gesetze nicht erforderlich sind; sie sollen als geo- 
metrische Addition und Multiplication bezeichnet werden. 
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Es ist zu beachten, dass, wenn die Objecte a, b, . . . als 
eindeutig vorausgesetzt werden, allein aus der Eindeutigkeit 
der Verbindung die Eindeutigkeit von mehrgliedrigen Ver- 
bindungen derselben Art hervorgeht, d. h. von Verbindungen, 
die sich dadurch ergeben, dass man Verbindungen von zwei 
Gliedern der Reihe a, b,... als neue Objecte in die Verbin- 
dung <P einführt, u. s. f. 

Setzt man ausser der Eindeutigkeit der Verbindung ci> 
auch die Dependenz voraus, so ergiebt sich bei alleiniger 
Anwendung der vorausgesetzten Gleichungen (also I, 11 und 
II*) auch die Eindeutigkeit und Dependenz der beiden, durch 
die Gleichungen 

a>(X'(a,b),b) = a 

definirten Verbindungen X (a, b) und X' (a, b), die bekanntlich 
die Differenz vorstellen, wenn die Verbindung 4> als Summe, 
den Quotienten, wenn als Produkt gedacht wird. Es muss 
demnach unter der gemachten Voraussetzung auch jede der 
Verbindungen 0, X, X', in welcher die verbundenen eindeu- 
tigen Objecte selbst aus dergleichen Verbindungen hervor- 
gegangen sind, die Eigenschaften der Eindeutigkeit und De- 
pendenz besitzen. Hingegen fehlt den Verbindungen X und 
X' die Eindeutigkeit, wenn der Verbindung die Eigenschaft 
der Dependenz abgeht. 

Ferner ergiebt sich unter alleiniger Voraussetzung der 
Gleichungen I bis III (also ohne Voraussetzung der Commu- 
tativität der Verbindung 0), dass die Verbindungen X (a, a), 
X(b, b), ... X'(a, a), X'(b, b),».. alle einander gleich, also 
unabhängig von den Objecten a,h,... sind. Wird eine solche 
Verbindung durch Si bezeichnet, so folgt 

0{a, ß)= a>(ß, a) = a, 
insbesondere also 

Hierbei ist zu beachten, dass das Object Sl — welches offen- 
bar die Null bedeutet, wenn die Verbindung als Summe ge- 
dacht wird, die Eins, wenn man die Verbindung als Pro- 
dukt auffasst — nur unter Voraussetzung der beiden Glei- 
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chungen IE und 11* sich ergiebt, wenn man nur die Asso- 
ciativität, nicht aber die Commutativität der Verbindung 
(p voraussetzt. 

Ebenso muss das Gesetz der Distributivität in seinen 
beiden Theilen (also V und V"*^) zur Geltung kommen, wenn 
man bei einer Darstellung des Produktes von Summen als Summe 
von Produkten von der Commutativität des Produktes abstrahirt*) 

Anmerkung. Geometrische MultipUcation im obigen 
Sinne wird auf die Eaumlehre angewendet (unter mehreren 
anderen Autoren) von R. Hamilton: Elements of Quater- 
nions, London 1866 (deutsch von P, Glan, Leipzig 1881), von 
H. Grassmann: Ausdehnungslehre, Berlin 1862 und Aus- 
dehnungslehre von 1844, zweite Auflage, Leipzig 1878. Hin- 
gegen verwendet Siebe ck: lieber die graphische Darstellung 
imaginärer Functionen, Grelle, Journal, Bd. 55, p. 221 nur 
die arithmetische Addition und Multiplication für geome- 
trische Untersuchungen. In demselben Sinne ist das im Fol- 
genden zuerst aufgestellte Produkt von Punkten und Geraden 
als ein geometrisches zu bezeichnen, während das später 
definirte Produkt von Punkten und Geraden ein arithme- 
tisches ist 

3. Die projectivische Summe^ die projectivlsche Diffe- 
renz und das projectivisch- geometrische Produkt YOn 
Punkten und O^eraden der Ebene. 

Bezeichnet man, wenn 



P, Q, R (Fig. 3. S. 16) drei 
Punkte bedeuten, die nicht in 
einer und derselben Geraden 
liegen, einen beliebigen Punkt, 
der in der Geraden PQ liegt, 
aber nicht mit P oder Q zu- 
sammenfällt, durch P + Q 
oder Q + P, einen beliebigen, 
nicht mit Q oder R zusammen- 
fallenden Punkt, der in der 
Geraden QR liegt, mit Q+R 



p, q, r (Fig. 4. S. 16) drei 
Gerade der Ebene bedeuten, 
die nicht durch einen und 
denselben Punkt gehen, eine be- 
liebige Gerade, die durch den 
Punkt pq geht, aber nicht mit 
p oder q zusammenfallt, durch 
p + q oder q +Pj eine beliebige, 
nicht mit q oder r zusammen- 
fallende Gerade, die durch 
den Punkt q r geht, mit q + r 



*) VergL H. Hankel, 1. c. p. 31. 
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oder B + Q, und stellt man 
fest, dass bei abermaliger An- 
wendung dieser Bezeichnungs- 
weise der Punkt {F+ Q) + R 
mit dem Punkte P + {Q + R) 
identisch 7 also der Durch- 
schnittspunkt der Verbindungs- 
linien von P+ Q mit R und P 
mit Q + R sei, 



oder r + q, und stellt man 
fest, dass bei abermaliger An- 
wendung dieser Bezeichnungs- 
weise die Gerade {p + q) + r 
mit der Geraden p + {q + r) 
identisch, also die Verbin- 
dungslinie der Durchschnitts- 
punkte von p + q mit r und p 
mit q + r sei, 



so kann dieser Punkt (diese Gerade) ohne Anwendung der 
Klammem, also mit P+ Q + R {mit p + q + r) bezeichnet 




^^^T^ 



Fig. 3. 



werden; und die Bezeichnung als Summe wird durch den Um- 
stand gerechtfertigt, dass der Verbindung F + Q + R (der 
Verbindung p + q + r) die fundamentalen Eigenschaften der 




Fig. 4. 



Summe, die Commutativität und Associativität, und wenn 
man die Punkte Py Q^ R, F+ Q, Q + R (die Geraden p, q, Vy 
p + q, q + r) als fixirt betrachtet, auch die Eindeutigkeit 
und Dependenz zukommen; die Eindeutigkeit, weil die Ver- 
bindungslinie der Punkte F+ Q mid R mit der Verbindungs- 
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linie der Punkte P und Q + R nur einen Durchschnittspunkt 
(der Durchschnittspunkt der Geraden p + q und r mit dem 
Durchschnittspunkte der Geraden p und q + r nur eine Ver- 
bindungslinie) bestimmt; die Dependenz, weil der Punkt 
P + 0, + R (die Gerade p + q + r)m eine andere Lage kommt, 
wenn für P + Q oder Ä, P oder Q + Ä ein anderer Punkt 
(für p + q oder r, p oder 9 + r eine andere Gerade) substi- 
tuirt wird. 

Die Summe P + Q + R und p + q + r soll projectivi- 
sche Summe der Punkte P, Q, i?, bez. der Geraden /?, 5', r 
genannt werden. Diese Summe . lässt sich allein mit Hilfe des 
Lineals construiren und unterscheidet sich hierdurch wesent- 
lich von der Summe von Punkten und Strecken bei Möbius 
und Grassmann. ''^) 

Da die projectivische Summe zweier Punkte mit ihren 
Summanden in einer und derselben Geraden liegt, die pro- 
jectivische Summe zweier Geraden mit ihren Summanden durch 
einen und denselben Punkt geht, so muss die Differenz 
zweier Punkte — zufolge der Definition der Differenz — in 
der Verbindungslinie von Minuend und Subtrahend liegen, die 
Differenz zweier Geraden durch den Durchschnittspunkt von 
Minuend und Subtrahend gehen. Aus den Gleichungen 



(P+(2 + iZ)- (2 = P + Ä, 
[p + R)-{q+R)^p^q 

ergiebt sich demnach P + R 
als Durchschnittspunkt derVer- 
bindungslinie von P + Q + R 
und Q mit der Geraden PR 
und die projectivische Differenz 
P- Q der Punkte P und Q 
als Durchschnittspunkt der Ver- 
bindungslinie von P + R und 
0, + R mit der Geraden P Q. 



{p + q + r) — q-p + r, 
(p + r)'-{q+r)=^p — q 

ergiebt sich demnach p + r 
als Verbindungslinie des Durch- 
schnittspunktes von p + q + r 
und q mit dem Punkte pr 
und die projectivische Differenz 
p —■ q der Geraden p und q 
als Verbindungslinie des Durch- 
schnittspunktes von p + r und 
q + r mit dem Punkte pq. 



Da aber keine Entscheidung darüber getroffen ist, welcher 



*) Vergl. Möbiuß, 1. c. p. 33 und: Mechanik des Himmels p. 117. 

Grass mann, 1. c. (v. 1862.) p. 146. 

Notb, Die Arithmetik der Lage. 2 
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Punkt, resp. welche Gerade als Minuend oder Subtrahend zu 

setzen sei, so folgt aus 

((2 + Ä)-(P + i2) = Q-P, 

dass der Punkt Q — P mit 

dem Punkte P-— Q zusammen- 

fäUt. 

Bezeichnet man femer 
die Verbindungslinie der Punkte 
P und Q, Q und R (wie bis- 
her) mit PQ und QR, die 
Ebene, in welcher die Gerade 
Pq und der Punkt R liegt, 
mit {PQ)R, die Ebene, in 
welcher der Punkt P und die 
Gerade QR enthalten ist, mit 
P(QR), 

so ist die erstere Ebene mit der letzteren als identisch zu be- 
trachten und (ohne Klammern) mit PQR, resp. pgr zu 
bezeichnen. Die Verbindung PQR, resp. pgr, besitzt also 
die Eigenschaften der Eindeutigkeit und Associativität. 

Die Distributivität der in Rede stehenden Verbindung 
lässt sich aber dadurch herstellen, dass man. 



{q + r)-{p + r) = q- ^, 
dass die Gerade p — q mit 
der Geraden p — q zusammen- 
fällt. 

den Durchschnittspunkt der Ge- 
raden p und q, q und r (wie 
bisher) mit pq und qr, die 
Ebene, in welcher der Punkt 
pq und die Gerade r liegt, 
mit (pq)r, die Ebene, in 
welcher die Gerade p und der 
Punkt qr enthalten ist, mit 
p {q r). 



wenn unter P+ Q + Rdie pro- 
jectivische Summe der Punkte 
P, Q, R, unter P{Q + R) und 
{P+Q)R die Verbindungs- 
linien der Punkte P und Q+R, 
P + Q und R verstanden 
werden, 

P{Q + R) = PQ + PR, 
(P+ Q)R = PR+ QR 



wenn unter p + j + r die pro- 
jectivische Summe der Geraden 
jö, y, r, unter p{q + r) und 
{p + q)r die Durchschnitts- 
punkte der Geraden jo und q+r, 
p + q und r verstanden 
werden, 

p{q + r) =pq+pr, 
{p + q)r=pr + qr 



setzt. Diese Feststellung ist zulässig, weil der Umstand, dass 
die Gerade P{Q + R) mit den Geraden PQ und PR, die 
Gerade {P+ Q)R mit den Geraden PR und QR durch einen 
und denselben Punkt geht, der Punkt p{q + r) mit den Punkten 
pq und pr^ der Punkt {p + q)r mit den Punkten pr und qr 
in einer und derselben Geraden liegt, der Definition der pro- 
jectivischen Summe entspricht. 
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Hierbei erkennt man zugleich, dass der Verbindung PQ, 
resp. pq die Eigenschaft der Commutativität nur in modi- 
ficirter Weise zukommt, d. h. dass die Ausdrücke PQ imd 
QPy resp. pq tmd qp nicht unbedingt flir einander gesetzt 
werden dürfen. Ersetzt man nämlich in den ersten beiden 
vorstehenden Gleichungen R und r bez. durch P und p^ in 
den anderen beiden bez, durch Q und q, so ergiebt sich 

P[Q + P)^PQ + PP, p(q +p)^pq +PP, 

(P + Q)Q = PQ + QQ, [p + q)q ^pq + qq. 

Wird nun in Uebereinstimmung mit der Voraussetzung, nach 
welcher der Punkt Q + P oder P + Q in der Geraden PQ 
liegt (die Gerade q + p oder p + q durch den Punkt pq geht) 
angenommen, dass die Geraden P(Q'+ P) und (P + Q)Q mit 
der Geraden PQ (die Punkte p{q +p) und {p + q)q mit dem 
Punkte pq) identisch sind, so ist diese Annahme nur unter der 
Voraussetzung zulässig, dass man die Verbindungen identischer 
Glieder PP und QQ, resp. pp und qq gleich Null setzt. Es 
muss demnach auch 

{P+Q){P+Q)^PP+QP+PQ+QQ, 

{p + g){p + q)=pp + qp + pq + qq 

gleich Null genommen werden, und man erhält (da PP und 
QQ, PP und qq Null sind): 

QP==--PQ, qp==-pq. (1) 
Die Verbindung P Q, resp. p q wechselt also bei Ver- 
tauschung der verbundenen Glieder ihr Vorzeichen. Man hat 
demnach auch 

PQR = äPQ= QRP = -PRQ ^—QPR= --RQP, 

pqr = rpq = qrp = — prq = — qpr = ^fqp\ 

und der Werth einer solchen Verbindung ist gleich Null zu 
setzen, wenn zwei Elemente derselben identisch sind. 

Mit Rücksicht auf die im Vorstehenden erörterten Eigen- 
schaften der Ausdrücke PQ und pq, PQR und pqr soll die 
Verbindungslinie zweier Punkte und der Durchschnittspunkt 
zweier Geraden der Ebene das Produkt jener Punkte, resp. 
dieser Geraden genannt werden. Ebenso soll die unbegrenzte 

Ebene, welche das verbindende Raumelement von drei Punkten 

2* 



— 20 — 

ist, oder von drei Geraden, die kein gemeinschaftliches Ele- 
ment besitzen, das Produkt der drei Punkte, resp. der drei 
Geraden heissen. Dieses Produkt, welches künftighin als pro- 
jectivisch-geometrisches Produkt bezeichnet wird, unter- 
scheidet sich, wie gezeigt wurde, dadurch vom eigentlichen 
(arithmetischen) Produkte, dass ihm die Eigenschaft der Commu- 
tativität nur in der durch die Gleichung (1) ausgedrückten 
Modification zukommt. Ausserdem fehlt diesem Produkte die 
Dependenz, da nach dem Obigen z. B. die Gerade P{P + Q) 
mit der Geraden PQ (der Punkt p{p + q) mit dem Punkte pq) 
identisch ist. Aus diesem Grunde geht der inversen Verbin- 
dung (dem projectivisch- geometrischen Quotienten) die Ein- 
deutigkeit ab; sie bleibt im Folgenden von der Betrachtung 
ausgeschlossen. 

Die Gleichung (1) und die Gleichung 

PP=0, pp^O, (2) 

welche auch als eine Consequenz der ersteren angesehen werden 
kann, charakterisiren eine formale Uebereinstimmung des pro- 
jectivisch-geometrischen Produktes mit demjenigen, welches von 
Grassmann ''^) „combinatorisches Produkt" und in seiner An- 
wendung auf Punkte und Gerade der Ebene „planimetrisches 
Produkt" genannt wird. Während aber das planimetrische 
Produkt und die zugehörige Summe die Geometrie des Masses 
voraussetzen, ist das projectivisch -geometrische Produkt und 
die mit demselben verbundene Summe von dieser Voraussetzung 
unabhängig. 

Anmerkung. Die im Obigen als Summe, Differenz und 
Produkt bezeichneten Verbindungen werden projectivisch 
genannt, weil ihre Definition und der Zusammenhang der Ope- 
rationen bestehen bleibt, wenn die verknüpften Objecte, die in 
einer Ebene gegeben sind, durch Oentralprojection auf eine 
andere Ebene übertragen werden. Das Produkt wird aber zu- 
gleich auch als ein geometrisches bezeichnet (vergl. p. 13), 
um dasselbe von dem projectivisch-arithmetischen Produkte 
zu unterscheiden, dessen Begriff weiter unten definirt wird. 



Ausdehnungslehre v. 1862, p. 31. p. 183. 
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3. Ableitung einer eindeutigen Bezeichnung für alle 
Punkte und Geraden des geometrischen Netzes in der 
Ebene mit Hilfe der projectiyischen Addition und 8ub- 
traction nnd der projectiyisch - geometrischen Mnlti- 
plication. 

Sind in der Ebene 
yier Punkte in allgemeiner 
Lage gegeben, und betrachtet 
man einen unter diesen Punk- 
ten als die projeetivische Summe 
A+B+Cder drei mit A,B, C 
bezeichneten übrigen Punkte, 



vier Gerade in allgemeiner 
Lage gegeben, und betrachtet 
man eine unter diesen Geraden 
als die projeetivische Summe 
a + b + c der drei, mit a, b, c 
bezeichneten übrigen Geraden, 



r 



SO wird hierdurch zugleich eine eindeutige Bezeichnung für 
alle Punkte und alle Geraden des geometrischen Netzes in 
der Ebene (vergl. p. 11) festgestellt. Es ergiebt sich diese Be- 
zeichnung, indem man successive jeden zu bezeichnenden Punkt 
xmd jede zu bezeichnende Gerade auf zwei wesentlich verschie- 
dene Weisen als projeetivische Summe oder Differenz schon 
bezeichneter Punkte, resp. bezeichneter Geraden darstellt. 

Zunächst ergiebt sich nämlich aus den Gleichungen 



{A + B+q-A^^B+C, 
{A + B + q-~B=C+A, 
{A + B+C)-C = A+B, 

dass die drei Durchschnitts- 
punkte der Geraden BC, CA, 
AB bez. mit den Verbindungs- 
linien des Punktes A + B + C 
und der Punkte A, B, C durch 
B+ C, C+Aj A + B zu be- 
zeichnen sind. Aus 

{A + B)^{C+A) = B-Cj 
{B+C)^{A + B)^C-A, 
(C+A) -{B+ C) = A'-B 

ergeben sich aber die Punkte 

5- C, C7-^, A — B 
sAb Durchschnittspunkte der 



(a + Ä + c) — a = Ä + c, 
{a + b + c) — b=sc + aj 
{a + b + c) — c = a+ b, 

dass die drei Verbindungs- 
linien der Punkte bc, ca, 
ab bez. mit den Durchschnitts- 
punkten der Geraden a+b+c 
und der Geraden a, b, c durch 
Ä + c, c + a, a + h zu be- 
zeichnen sind. Aus 

{a+ b) — (c + a)=ib — Cj 
(Ä -|- c) — (a + ^) =s c — a, 
{c + a) — {b+c) = a — b 

ergeben sich aber die Geraden 

b— c, c — a, a — b 
als Verbindungslinien der 



r 

V 
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Geraden BCj CÄ^ AB bez. 
mit den drei Geraden 

{A + B){C+A\ (5+ C)[A+B\ 
{C+A){B + C). Femer folgt 
aus 

[B+C)-A^ C-{A-B) 

= --^A + B+C, 

{C + A)-B^A-{B^C) 

= A^B+C, 

(A + B)-C=:B-{C--A) 

= A + B-C, 

dass die Geraden {B + C) A, 
{C + A)B, (^+J5)C7derEeihe 
nach von den Geraden C{A—B), 
A{B-C), BiC-A) in den 
Punkten ---A + B+C, A-B 
+ C, A + B— C geschnitten 
werden; und aus den Glei- 
chungen 

{A + B+C) + A=^{A + B) 
+ (C + A)=^2*A + B+ C, 

{A + B+ C) + B^{B+C) 
•\'[A + B)^A + 2'B+C, 

[A + B+C) + C^[C + A) 
+ (5+ C) = ^ + 5 + 2-C 

geht hervor, dass die Durch- 
schnittspunkte der drei Ver- 
bindungslinien des Punktes 
A + B+ C mit den Punkten 
A, B, C und der drei Geraden 
{A+B){C+A),{B+ C){A+B), 
{C + A){B+C) bez. durch 
2^A + B+ C, A + 2'B+ C, 
A + B + 2*C 



Punkte Äc, ca, ab bez. 
mit den drei Punkten 

{a + b){c + a), {b + c){a + b), 
(c + a){b + c). Femer folgt 
aus 

(i + c) — a = c — (fl — i) 
= — a + b + c, 

(c + a) — i = a — (b — c) 

= a — b + Cf 

(a + ^) — c = i — (c — a) 
= a + b — c, 

dass die Punkte {b + c) a^ 
{c + a)by {a + b)c der Reihe 
nach mit den Punkten c{a — b), 
a{b — c\ b{c — a) durch die 
Geraden ^ a + b + c, a — b 
+ c, a + b — c verbunden 
werden; und aus den Glei- 
chungen 

{a + b + c) + a=^ {a + b) 

+ (c + a) = 2 • a + ^ + c, 

{a + b + c)+b—{b + c) 

+ (a + *) = a + 2.* + c, 

{a + b + c) +c =^{c + a) 

+ {b + c) = a + b + 2*c 

geht hervor, dass die Verbin- 
dungslinien der drei Durch- 
schnittspunkte der Geraden 
a + b + c mit den Geraden 
a, b, c und der drei Punkte 
{a + b){c + ä), {b + c){a + b), 
{c + a) {b + c) bez. durch 
2* a + b + c, a + 2*b + Cy 
a + b + 2*c. 



zu bezeichnen sind, u. s. f. 

Bei fortgesetzter Anwendung dieses Verfahrens erhält man 
für alle Punkte, resp. alle Geraden, welche durch Position 
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der vier Punkte A, 5, C und A + B + C, resp. der vier Ge- 
raden a, by c und a + ö -{-c gegeben sind, eine Bezeichnung 
von der Form 

a'Ä+i'B + Z'C, resp. a*a + 6«5 + c«c, 
in welcher die Coefficienten o, 6, c, da dieselben durch einfache 
oder wiederholte Addition oder Subtraction der Eins erzeugt 
werden, positive oder negative ganze Zahlen (incl. Kuli) be- 
deuten, aber niemals alle gleich Null sind. Jeder Punkt, resp. 
jede Gerade des geometrischen Netzes erscheint somit als eine 
mehrfach benannte ganze Zahl, deren Einheiten die drei Punkte 
Jj B, C, resp. die drei Geraden a, J, c sind. 

Dass diese Bezeichnung eindeutig ist, d. h. dass einem 
bestimmten Werthe der Coefficienten nur ein Punkt, resp. eine 
Gerade entspricht, ist eine Consequenz der Eindeutigkeit und 
Dependenz der projectivischen Summe. 

Dieselbe Bezeichnung der Punkte und Geraden im geo- 
metrischen Netze ergiebt sich auch durch wiederholte Anwen- 
dung der projectivisch-geometrischen Multiplication. Setzt 
man nämlich mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungsweise 

BC=^aj CA^b, äB=-c, (1) 

so ist 

J(? = ^, ca = B, ab=:C, (1*) 

folglich, mit Eücksicht auf die Gleichungen (1) und (2) in No. 2, 



{A+B-\-C)A==BA + CA^b-Cy 
{A-hB+ C)B^AB+ CB=c-a, 
{A-hB+qC=AC+BC=a^b] 

d. h. die Verbindungslinien 
des Punktes A + B + C mit den 
drei Punkten A, B, C sind bez. 
durch Ä — c, c " a, a — b 
zu bezeichnen. Die Durch- 
schnittspunkte dieser drei Ge- 
raden mit den Geraden a^ b, c 
sind aber 

a{b — c)=sab — ac==B+ C, 
b{c-'a)=sbc — ba^ C+A, 
c{a — b)=sca — cb ^ A+B. 



{a + b + c)a=^ba + ca=^B— (7, 
{a + b + c)b=zab + cb— C— A^ 
{a + b + c)c == ac + bc =i A— B; 

d. h. die Durchschnittspunkte 
der Geraden a + b + c mit den 
drei Geraden a, b, c sind bez. 
durch 5- (7, C-A, A-~B 
zu bezeichnen. Die Verbin- 
dungslinien dieser drei Punkte 
mit den Punkten A, B, C 
sind aber 

A{£- C)^ AB - AC^b+c, 
B^C-A)^ BC ^BA^c+a, 
C{A-B)=^ CA - CB^a + b. 
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Die Verbindungslinien dieser 
drei Punkte ergeben sich als 

{C+A){A+B)=-Cä+CB+äB 

= — a + Ä + c, 

{d+B){B+ q^AB+ÄC-i-BC 

= a — J + c, 

{B+ q{C+A)^ BC+BA+ CA 

= a + 6—c. 

Diese drei Geraden werden von 
den drei Geraden a, b, c 
in den Punkten 

(— a + ö + c)a ^ba + ca 

^B-C, 

( a — J + c) i = aÄ + CÄ 

( a+Ä — c)c = ac + ic 
geschnitten, 



Die Durchschnittspunkte dieser 
drei Geraden ergeben sich als 

(c + a)(a + ^) = ca + c3 + aJ 

= -^ + 5+ C, 

(a + i)(Ä + c) = aj + öc + ic 

= ^ - 5 + C, 

(5 + c)(c + a) = ic + ia + ca 

Diese drei Punkte werden mit 
den drei Punkten A^ B, C 
durch die Geraden 

{-A + B+C)A^BA + CA 

ssb — Cj 

( A'-B^C)B^AB + CB 

= c — a, 

( A + B'-C)C^AC + 5C 

= a— b 

verbunden, 



u. s. f. 

Dass die Bezeichnung der Punkte und Geraden im geo- 
metrischen Netze, zu welcher man auf diese Weise gelangt, 
mit derjenigen identisch ist, die vorher durch projectivische 
Addition und Subtraction gefunden WTirde, geht aus folgenden 
allgemeineren Betrachtungen hervor: 

Bedeuten 

beliebige Punkte, 

beüebige Gerade im geometrischen Netze, so hat man 

+ (Cl+Ci + »»')'C, 
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folgKch, wenn n eine absolute Zahl bedeutet: 

n«Pi = n*{arÄ + bi»Ä + Ci* C), 

Indem man diese Gleichungen berücksichtigt, erhält man durch 
projectivisch-geometrische Multiplication 

PiPi = (a,.yi+6f5+Cf. C){avÄ+ii*£+Zv C) 
=Bf •ar-B^+CfapC^+af 6r-4J+Ci-Bi-(7Ä+afCi-.4C+Bi.Cf5C 
= (bfCi-brCi)--BC'+(Cf.ai-Craf)-C^+(afbi-arbi)-^5; (2) 
/?ij5i=(afa+6f Ä+Cfc){ara+bi«Ä+Cfc) 
=bi*ai«Äa+CrCti*ca+afbrai+Cfbi-c5+afCi*ac+6fCi-ic 
= (bfCi— brCf)-3c+(Cfai— Ccai)'ca+(afbi— arbf)'«^ (2**^) 
oder, wenn man 

bfCi— bi*Cf=an, ci-ai— Cfaf=bii, ai-bj -acbi=Cfi 
setzt und die Gleichungen (1) und (1*) berücksichtigt, 

^!^t=aH»a+bn-*+CH-c, jOipi=an-^+bn-.5+CH*C. (2) u. (2*) 
Es folgt aber femer aus (1) und (l"*^) p. 23 und aus (1) 
und (2) in JNo. 2 

und, indem man die Ebene, welche der Träger des geome- 
trischen Netzes ist, mit S bezeichnet, 

Aa:==aÄ=zBb^bB:=:Cc=^cC:=: S, 
folglich 

(PiPi)Ai=(an-«+bn-^+Cn-(?)(am'^+bm-5+Cm-C') 
= (on*öm+6n-bni+Cn*Cm)*^; 
und wenn man in der Entwickelung von Fi Pm die entsprechende 
Bezeichnung anwendet, 

Pf (P(P„,) = {avÄ + if.B + Cr C){aim*a + bim'*+ Cim-^) 
Es ist demnach 

(P,POP„ = P,(PtP„) = b-J, 

wo b = a!i-am + BH-6m + Cn'Ctn = af aim+Bf6lm + CfCim 

= ai*brCm— Of bm'Ci+am'bfCt — ai'bfCw+acbm'Cf—am-öi'Cf. 
Das Produkt PfPiP^ ist Null, wenn zwei Pactoren desselben 
identisch sind; es wechselt sein Vorzeichen, wenn zwei Pactoren 
mit einander vertauscht werden. 
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In derselben Weise erhält man die Gleichungen für das 
projectivisch-geometrische Produkt der drei Geraden jöj, jt?j, p^. 
Bedeuten nun 

vier Punkte im geometrischen Netze, unter denen nicht drei 
in einer und derselben Geraden liegen, und versteht man unter 

den Punkt, in welchem die Gerade PiPi von der Geraden 
FmPn geschnitten wird, so sind die Zahlen a, b, c durch ein- 
fache oder wiederholte Addition oder Subtraction einerseits 
aus den Zahlen at und ai, bi und bi, Ci und Ci anderseits aus 
den Zahlen Om und On, bm und bn, c» und Cn zu erzeugen. Man 
hat daher, wenn unter ji, ji \)m, ^n Zahlen verstanden werden, 

Werden beide Seiten dieser Gleichung projectivisch-geometrisch 
mit Pm Pn multiplicirt, so ergiebt sich, da diejenigen Produkte, 
in denen zwei Factoren identisch sind, verschwinden: 

irPtPraPn + lvPlPmPn^O, 

folglich 

ii:il=-PlPmPn:PtPmPn. 

Man hat somit, wenn man den CoeflScienten von S in Pf Pm P^ 
und Pi Pm Pn bez. durch [Pf Pm A] und [Pi P^ P„] bezeichnet, 

P=-[PiP„P„].P, + [P,P„P„].P( (3) 

Da hierbei nicht sowohl der Werth der Zahlen jj und 
jt als vielmehr ihr Verhältniss bestimmt wird, so sieht man, 
dass unter n»Pein Punkt zu verstehen ist, der mit dem Punkte 
P zusammenfällt, wenn n eine ganz beliebige Zahl(exc]. Null) 
vorstellt. Die zusammenfallenden Punkte sind aber ihrer 
Coefficienten wegen von einander zu unterscheiden; nur unter 
Voraussetzung dieser Unterscheidung hat die Dependenz der 
projectivischen Summe allgemeine Giltigkeit. 

Leitet man die Bezeichnung des Durchschnittspunktes P 
der beiden Geraden PfPi und PmPn durch projectivisch-geo- 
metrische MultipUcation dieser Geraden ab, so ergiebt sich 
bei Anwendung der bisherigen Bezeichnung nach Gl. (2"^) 

P=: (P!Pi)(PmA) = (On'a+bn-^ + Cn-c)(awn'ör+bmn'* + Cmn*^) 
= (bn*Cmn— bTOn-Cn)*^+(Cn«Clmn — Cnm«On)*-B + (ClH*bnm— Önin'bn)-C'« 
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Dieser Ausdruck für P ist aber mit dem vorher 
gefundenen identisch, denn man hat (vergl. p. 25) 

[PtP„,P„].Pi= (ö!-a«„+bi-b,„„+Ci-Cmn)(ai-^+bi--B+CrC), 
folgKch 

+ ((afbi— ai'6f)»amn— Cmn'(B!*Ct— brCt))«-ff 

+ ((bfCi— bi«C!)«6nm-anm*{Cfai— Crai))«C 
==(bn*Cntn— bnin'Cn)«^ + (Cn«amn— Cmn*Ön)*^ + (On*binn — Clnm•b^)•^^ 

was zu beweisen war. 

In vollständig analoger Weise erhält man, wenn jöf, p\y 
Pmj Pn vier Gerade im geometrischen Netze bedeuten, imter 
denen nicht drei durch einen imd denselben Punkt gehen, den 
Ausdruck flir die Verbindungslinie p der Punkte ptpi und pm Pn* 

Aufgabe. Es sind im geometrischen Netze die vierPunkte= 

gegeben; man berechne die Bezeichnung des Punktes P, in 
welchem die Gerade P^F2 von der Geraden P^P^, geschnitten 
wird. 

Auflösung I. Nach Gl. (3) hat man 

und es ergiebt sich durch projectivisch- geometrische Multipli- 
cation 

PsP^ = {S'A + B + 2'C){5'A-B+C) 

= 5-BA + lO'CA-3-AB-2'CB + S'AC+BC 
= 3-BC+l.CA—8'AB = 3'a + 7'b-8'C, 

folglich 

P3PjP^ = (2.^-C){3.a + 7'*-8.c) 

= (2. 3 + 0. 7 + 1. 8). ^=14.^, 

P^P^P^=={A + 2-B + C){3'a + 7'b-8'c) 

= (1.3 + 2. 7-1. 8). ^=9.. 5 
und 
P=-14.(^ + 2.5+C) + 9.(2.^-C) = 4.^-28.5— 23.a 
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Auflösung n. Durch projectivisch-geometrische Multi- 
plicatioQ ergiebt sich, da 

und 

ist, 

P=(~2.a + 3.J--4.c)(3-a + 7*J — 8«c)=9.da — 12.aa 
-14.ö5 — 28.c3+16.Ä(?-24.*c=4.Ä(? — 28-<?fl^ — 23-ÄÄ 

= 4. ^-28-5-23. C. 

Füra*^ + 6*B+c«Cunda«a + b«Ä + c«(?8ollim Folgenden 
gewöhnlich die symbolische Bezeichnung | a b c | gebraucht werden, 
in welcher durch die Reihenfolge ausgedrückt wird, zu welchem 
der drei Punkte A, B, C, resp. zu welcher der drei Geraden 
ö, d, c jeder Ooefficient gehört. Beim Gebrauche dieser Be- 
zeichnung wird femer der Kürze wegen häufig a\ b\ c' für 
— a, —b, — c geschrieben. Unter | ttj bj q 1| Og bg Ca | ver- 
steht man dann immer die Verbindungslinie der beiden Punkte 
(den Durchschnittspunkt der beiden Geraden) | a^ b^ Cj | und 
I da ba Ca I , unter | ttj bj Cj || a^ ba C3 || 03 h^ C3 | den Durch- 
schnittspunkt der beiden Geraden (die Verbindungslinie der 
beiden Punkte) | a^ b^ C^ || Oa ba Ca | und | Og bj. C3 | , unter 



öl bi Ci II Oa ba Ca || ttg bg C3 || a4 b^ C4 I die Verbindungs- 
linie der beiden Punkte (den Durchschnittspunkt der beiden 



Geraden) | ttj bi Cj || Oa bg C3 || Og bg C3 | und 
Hingegen soll unter 



Ö4 Ö4 <^4 I > ^- s. f. 



ttl \ Cl 


<»3 63 C3 


<»J 62 C2 


0* 64 C4 



der Durchschnittspunkt der beiden Geraden (die Verbindungs- 
linie der beiden Punkte) | a^ b^ Cj || a^ ba c^ j u. | a^ bg C3 1| a^^ b^, c^ | 
verstanden werden. Anstatt | at bi Ci || Of bt Ct | wird auch häufig 

ai bi Ci 



Of bi Cf 



geschrieben. 
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Anmerkung I. Der im Obigen mit A + B+ C bezeich- 
nete Punkt wird bei Möbius*) und Grassmann durch 

sr+as + e 

ausgedrückt, und unsere Bezeichnung a-A + i-B + c-C ist bei 
diesen Autoren durch 

a'%'A+h'^'B+C'^ -C 
O.SI+6-S3+C-6 
zu ersetzen.**) Insbesondere ist in der Möbius-Grass- 
mann'schen BezeichnungsweiBe unter Sl»J + S8»^ der 
(Sl+ 95) -fache Punkt zu verstehen, durch welchen die (end- 
liche) Strecke AB im Verhältnisse von S3 : Sl getheilt wird, also 
unter A + B der doppelte Mittelpunkt der Strecke AB. Der 
Ausdruck A — B verliert nach der Möbius -Grassmann'schen 
Definition seine Bedeutung als Punkt und wird von Grassmann 
als Strecke aufgefasst. '^■'^■^) Nach unsrer Bezeichnungsweise 
ist aber A — B derjenige Punkt, der vom Punkte A + B durch 
die Punkte A und B harmonisch getrennt wird (vergl. p. 32). 

Anmerkung ü. Der Ausdruck | a b c | schliesst sich 
einer allgemein gebräuchlichen Bezeichnung an. Bedeuten 
nämlich | üi h^ c 



1 1? 



Ö2 ^2 ^2 



I dg 63 Cg I drei Punkte, resp. 
drei Gerade im geometrischen Netze, so ist ihr projectivisch- 
geometrisches Produkt nach der übHchen Bezeichnung der 
Determinanten: 



•Ol 


6i 


Cl 


«2 


62 


C2 


fls 


^ 


C3 



ABC, resp. 



öl 


61 


Ci 


02 


63 


C2 


03 


Bs 


C3 



• abc. 



Für das projectivisch - geometrische Produkt 

tti bi Ci i 

^2 62 C2 ! 

von zwei Punkten, resp. zwei Geraden, hat man aber bei Anwen- 
dung der gewöhnlichen Determinantenbezeichnimg den Ausdruck 



I ^1 ^1 Ci II 02 ba ^2 I oder 



*) Möbius, Baryc. Calc. p. 34 und Grassmann, Ausdehnungsl. von 
1862, p. 146. 

**) Möbius, 1. c. p. 274. 
***) Grassmann, 1. c. p. 147. 
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bj c, 




'BC+ 


Ci 


«2 


1 
1 


tti bi 1 ^ 
Oj b^ 


^5, 


resp. 


1 

1 


&2 Ca 


'bc 


+ 


C2 


«»2 


• ca+ 


•»1 bi 

(«2 *2 


• ai. 



Anmerkung III. Dass die Bezeichnimg | a b C | zu- 
gleich einem Punkte und einer Geraden zukommt, kann nicht 
leicht zu einem Lrthume fuhren; es ist aber der Vortheil nicht 
gering anzuschlagen, der daraus erwächst, dass alle Formeln, 
in denen diese Bezeichnung angewendet wird, zugleich die 
beiden geometrischen Sätze ausdrücken, die einander reciprok 
gegenüberstehen. 

4. Discussion der Bezeichnung im geometrisclien 
Netze der Ebene. 

Aus der Construction des Punktes P—Q in No. 2 geht 
hervor, dass die Punkte P— Q und P+Q nicht beide zu- 
gleich in einer der beiden Strecken (PQ)i und (PQ)2, in 
welche die Gerade PQ durch die Punkte P und Q getheilt 
wird, liegen können, oder, was dasselbe ist, dass der Punkt 
P— Q von dem Punkte P+Q durch die Punkte P und Q 
getrennt wird. Wenn sich nämlich beide Punkte in einer und 
derselben Strecke {PQ)i befänden, so würden zwei Lagen des 
Punktes P— Q zu unterscheiden sein, die zugleich bestehen 
müssten, aber einander ausschliessen: Entweder wäre 1) P—Q 
getrennt von P durch P+Q und Q oder 2) P—Q getrennt 
von Q durch P+Q und P Im ersteren Falle, also wenn 

P— Q getrennt von P durch P+ Q und Q 

wäre, so würde (Fig. 5 S. 31) die Gerade (vergl. p. 8) 

R(P— Q) getrennt von RP durch 72 (P+Q) und RQ. 

Diese vier Geraden werden aber nach Construction von der 
Geraden {P+R){Q + R) bezüglich in den vier Punkten 
P— Q, P+R, P+Q + 2'R, Q+R geschnitten, von denen 
die drei letzteren der Kürze wegen durch 7\, Tg? ^3 ^^' 
zeichnet werden mögen. Es würde sich also ergeben: 

P— Q getrennt von 7\ durch T^ und T^, 

folglich, wenn S f ür P+ Q + R geschrieben wird, die Gerade 
S (P- Q) getrennt von S 7\ durch S T^ und S T^. 
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Diese vier Geraden werden aber der vorausgesetzten Con- 
struction zufolge von der Geraden PQ der Reihe nach in den 
Punkten P — Q, Q, P+Q, P geschnitten; es würde somit der 
Punkt 

P— Q getrennt von Q durch P+Q und P, 

was mit der Voraussetzung, nach welcher 

P— Q getrennt von P durch P+ Q und Q 
ist, in Widerspruch steht. Ebenso würde durch die Annahme 




Fig. 6. 

der 'zweiten Lage des Punktes P— Q zugleich die erste Lage 
bedingt, was den nämlichen Widerspruch involvirt. Der Punkt 
P — Q wird demnach vom Punkte P+Q durch die Punkte 
P und Q getrennt. ^) 

In analoger Weise lässt sich zeigen, dass die Gerade 
p — q von der Geraden p + q durch die Geraden p und q ge- 
- trennt wird. 

Dass die Lage des Punktes P— Q allein durch die Lage 
der Punkte P, Q, und P+Q, die Lage der Geraden p—q 
allein durch die Lage der Geraden /?, q und p + q bedingt 
wird, so dass der zur Construction erforderliche Punkt R, resp. 
die Gerade r beliebig gewählt werden kann, folgt unmittelbar 
aus der Eindeutigkeit der Bezeichnung P — Q, resp. p — q- 

Man sagt, dass die Punkte P+ Q und P— Q durch 
die Punkte P und Q, die Geraden p + q und p—q durch 



*) Vergl. Reje, Geometrie der Lage (1. Aufl.), p. 32. 
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die Greraden, p und q von einander harmonisch ge- 
trennt werden. 

Unterscheidet man, wenn mit Beibehaltung der bisher an- 
gewandten Bezeichnung im geometrischen Netze 



die beiden Strecken, welche 
durch die Punkte A und B ge- 
trennt werden, die Bezeichnung 
{AB\ und {AB\, ebenso die 
beiden durch B und C getrenn- 
ten Strecken die Bezeich- 
nung [BC)^ und {BC)^ erhal- 
ten, ob 

1) der Punkt A + Bin {AB\ 

und B+C in (5C)i oder 

2) der Punkt A + Bin {AB\ 

und B+C in {BC)^ oder 

3) der Punkt ^ + 5 in {AB)^ 

und B+C in [BC)^ oder 

4) der Punkt A + B in (AB)^ 

und ^ + Cin (BC)^ 
liegt, so liegt 

im ersten Falle der Punkte — B 
in {AB)^ und J5- C in {BC)^, 
im z weitenFalle derPunkt^ — B 
in {AB)^ und 5- C in [BCj^j 
im drittenFalle der Punkte— ^ 
in {AB)^ und 5- C in {BC)^, 
im viertenEalle derPunkt ^ — B 
in {AB)^ und ß - C in {BC\. 



die beiden Winkelflächen, welche 
durch die Geraden a und b ge- 
trennt werden, die Bezeichnung 
{ab\ und (0^)2? ebenso die 
beiden durch b und c getrenn- 
ten Winkelflächen die Bezeich- 
nung {bc\ imd (bcj^ erhal- 
ten, ob 

1) die Gerade a + b in {ab\ 

und ^ + c in (bc)^ oder 

2) die Gerade a + b in {ab\ 

imd b + c in {bc)^ oder 

3) die Gerade a + b in (0^)3 

und b+c in {bc\ oder 

4) die Gerade a + b in (0^)2 

und b + c in {bc)^ 
liegt, so liegt 

im ersten Falle die Gerade a—b 
in (0^)3 und ^ — c in {bc)^^ 

im zweitenFalle die Gerade a — b 
in (0^)2 und ^ — c in (bc)^^ 

im dritten Falle die Gerade a—b 
in {ab\ und ^ — c in (bc)^, 

im viertenFalle dieGerade a—b 



in {ab\ und ä — c in {bc)^. 

Hierdurch werden die Lagen der Punkte A + B + Cy 

— A+B+Cj A—B+C, ^+5-Cund der Geraden a + Z> + c^ 

— a + b + c, a — b + c^a + b — c bedingt. Bezeichnet man näm- 
lich den geometrischen Ort des Punktes ^ + jB + C in den vier 
unterschiedenen Fällen durch {ABC)^, {ABCj^, {ABC)^, 
{ABC)^j den geometrischen Ort der Geraden a + b + c durch 
{abc\y {ab 0)2, {abc)^, (abc)^, so bedeutet {ABC)i immer je eine 
der vier Dreiseitsflächen (Fig. 2 auf Seite 9), in welche die 



unbegrenzte Ebene durch die drei Geraden BC, CA, AB ge- 

theilt wird (verg^ p. 9.), und {abc)\ ist diejenige Fläche (Fig. 6), 

welche jene Dreiseitsöäche 

zur unbegrenzten Ebene 

erg^lnzt, die Comple- 

mentfläche Ton(j45C)i. 

Ferner ergiebt sich, daas 

die vier Punkte ^ + B+ C, 

-AJrB + C,A-B+C, 

A + B— C anf die vier 

Dreiseitsflächen, und die 



vier Greraden auf die vier 

Complementöächen in der 

Weise vertheilt sind, dass unter den vier Pnnkten nicht zwei 

in einer und derselben Dreiseitsfläche {ABC)^, iinter den vier 

Geraden nicht zwei in einer und derselben Complementääche 

(aöc)t liegen. 

Unter den vier Dreiseitsflächen soll diejenige, in welcher 
der Punkt A-\-B-{-C angenommen wird, was offenbar ganz be- 
liebig ist, künftighin die Hauptfläche und ihre Complement^ 
fläche, in welcher dann die Ghrade o + * + c liegt, die Haupt- 
complementfläche genannt werden. Die übrigen drei Drei- 
seitsflächen soUen Neben£äcben, und ihre Complementflächen 
Nebencomplementflächen beissen. Ebenso werden diejenigen 
Strecken, in welchen bez. die Paukte S + C, C+A, A + B 
liegen, als Hauptstrecken, diejenigen, in denen die Punkte B—C, 
C~A, A — B enthalten sind, als Nebenstrecken bezeichnet. 
Die Winkelflächen (bc),, (ca),, {aö)i werden in entsprechender 
Weise Hauptwinkelflächen und Nebenwinkelflächen genannt. 

Bedeuten o, b, c positive Zahlen, so liegt 
d. Punkt (d. Gerade) | a 6 c | mit d. Punkte {mit d. Geraden) 1 1 1 1 1 , 
d. Punkt (d. Gerade) |o'bc| mit d. Punkte {mit d. Geraden)! l'll j, 
d. Punkt {d. Gerade) I a& C I mit d. Punkte (mit d. Geraden) 1 1 r 1 1, 
d. Punkt (d. Gerade) | abc' | mit d. Punkte (mit d. Geraden) | 1 1 T | 
in einer und derselben Dreiseitsfläche (Complementfläche). 

Notb,! 
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In der Hauptfläche können demnach für alle Punkte, und 
in ihrer Complementfläche für alle Geraden des geometrischen 
Netzes die Coefficienten a, b, C als absolute Zahlen ange- 
sehen werden. 

Bedeuten a, b., c beliebige Zahlen, so fällt der Punkt (die 
Gerade) | a b c | mit dem Punkte A oder B oder C (mit der 
Geraden a oder b oder c) zusammen, wenn bez. b = c = 
oder c = a = oder a = b = 0. Der Punkt (die Gerade) 
I a b c I liegt in der Geraden a oder b oder c (geht durch den 
Punkt A oder B oder C), wenn bez. a = oder b = oder 
C = 0. 



Wemi wie bisher 
F^=^a^'A + b,'B + CyC, F^=a^'A + h^ 

;?! = tti •« + bi • ^ + Ci • c, p2 = a2*a + % 

im geometrischen Netze, p^ pg? ••• Zahlen bedeuten, so er- 
geben sich folgende Sätze und deren Umkehrungen: 



'b + C 



2'^? 



Punkte, 
Gerade 



Die Punkte Pi und Pf fallen 



zusammen, wenn 



p'rFi + PrFi=^0 
oder, was dasselbe ist, wenn 
FiFt = 0, 
Die drei Punkte Fi, Ff, F^ 
liegen in einer und derselben 
Geraden, wenn 

prFi + prFi + prFi = 
oder, was dasselbe ist, wenn 

FiFtFi^O-, 
weil die Bezeichnung eines 
Punktes aus der Bezeichnung 
von zwei anderen, mit dem er- 
steren in einer und derselben 
Geraden liegenden Punkten 



Die Geraden pi undpi fallen 



zusammen, wenn 



px'Pi + prPt = 
oder, was dasselbe ist, wenn 

PiPi = 0. 
Die drei Geraden pi, pf, px 
gehen durch einen und den- 
selben Punkt, wenn 

prP'x + pvPi + pvPx^'^ 
oder, was dasselbe ist, wenn 

p\PiPi^O\ 
weil die Bezeichnung einer 
Geraden aus der Bezeichnung 
von zwei anderen, mit der er- 
steren durch einen und den- 
selben Punkt gehenden Geraden 



durch Addition und Subtraction abgeleitet ist. Der Punkt Fi 
liegt demnach in der Geraden pi, und die Gerade pi geht durch 
den Punkt P*, wenn 

Fipi = oder pi Ff = 0, 
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d. h. wenn (vgl. p. 25) 

ai-ai + bfbf + CfCf = 0. 
Mit jedem Punkte im geometrischen Netze fallen somit 
xmendlich viele Punkte, mit jeder Geraden unendlich viele 
Gerade zusammen; es liegen aber auch in jeder Geraden des 
Netzes unendlich viele nicht zusammenfallende Punkte, und 
durch jeden Punkt gehen unendlich viele nicht zusammenfallende 
Gerade. 

5« Constructiou von Punkten nnd Greraden, deren 
Bezeichnung gegeben Ist^ and Ableitung der Bezeichnung 
gegebener Punkte und Greraden. 

Sind im geometrischen Netze vier bezeichnete Punkte ge- 
geben, unter denen nicht drei in einer und derselben Geraden 
liegen, oder vier bezeichnete Gerade, unter denen nicht drei 
durch einen und denselben Punkt gehen, so lässt sich, wenn 
a, 6, c beliebige rationale Zahlen bedeuten, die nicht alle gleich 
Null sind, der Punkt oder die Gerade | a b c | mit Hilfe des 
Lineals construiren (aufsuchen). Die Construction ergiebt sich 
B.US folgender Betrachtung: 

Die beiden Geraden Ff Pi und Ff F^ schneiden sich selbst- 
verständlich in dem Punkte Pi; wir bezeichnen dies durch 

{FtF{){FtFrn)^.Ft.^) 

Es ist aber, weil PiPi = 0, FmFm=0, 

{FtF{){FtFrn) = {{Ft-F{)F,){{Ft^Fm)F,,) 

oder, mit Anwendung der in No. 3 (p.28) erklärten Bezeichnung: 



aibi Ci 



ai bi Cf 

ambmCm 



ct!-aibf~bi Cf-Ct 
ai bi Ci 

^ I Qf bi Ci 1. 



dt — dm bf — bm Ci — Cm 

b, 



a 



m 



m 



'tn 



(1) 



*) Setzt man in der Gleichung (3) in No. 3 

{FiPl){PmPn) =- [PiPmPn]- Pl+[PtPmPn]- P\ 
Pm gleich Pf, so verschwindet das zweite Glied rechter Hand, und es 
ergiebt sich, wenn man noch Pm für Pn schreibt und berücksichtigt, dass 
— [PtPltPm] gleich [PfPiPm] ist, 

(PlPl)(PiPm) = [PiPtPm]- Pf. 
Der Punkt Pfj ist hier also noch mit der Zahl [Pf P{ Pm] multiplicirt und 
demnach dem Punkte {PcPi)(PfPm) im allgem. nicht gleich, sondern 
nur congruent, was oben durch (Pt P() (Pf Pm) = Pl ausgedrückt wird. 

3* 
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Insbesondere hat man, wenn u, ö, to beliebige Zahlen sind, 


u bc 


a ö c 




a ö c 


ai to 




ah to 


übe 




a-uOO 


Ob-öO 




Ob-öO 


OOc-tt) 




OOc-tt) 


a-uOO 





oder, da 
la-ttOO 



^ I ab c 



1001,|0b-t)0| = |010 , OOc-w 



001 



in einfacherer Form 



übe 


at) c 




attc 


a bko 




a b to 


übe 


100 


010 




010 


001 
b c . 




001 


100 



(2), 



Ferner folgt aus (1) 



U ötü 
ö-uOO 

to u t> 
Oö-uO 

Ott) u 

OOö-u 



ööO 
OOtt) 

Oöö 
tt)00 

Ott)0 



Ö U tt) 


ö ü 


Oö-uO 


OOtt) 


ttJÖ u 


ö ü 


OOö-u 


tt) 


u tt) ö 


ü ö 


ö-uOO 


tt) 



t) t) tD 



tt) tt » 



Ö tt) 



In diesen Ausdrücken ist aber 
|tt-u00| = | 100|,|0»-uO| = |010 



tt B 
Ott) 



1 1 
1 



Otttt 
ttJOO 



011 
100 



OOtt-u 

OO» 
Ott)0 



|001 

1 Ol 
010 



und durch projectivisch-geometrische Multiplication erhält man 



1 10 
001 



1 r 



Ol 1 
100 



oir 



101 
010 



r Ol 



Es ergiebt sich somit 
I tt tt tt) il 1 I 1 r 



tt)utt 010 II Ol r 



tttt)tt 0011 r Ol 



tt U tt) 



tt) tt u 



u tt) tt 



1 II 1 10 

= I tt tt tt) I, 

1 11 1 r 

= I tt) B tt 

1 II r 1 
tt tt) tt 



(3) 
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Endlich ist nach (1) 



a b c 
rf 


b 
c 


b c 


a b c 
b' 


c 
a 


— a c 



a b c 
c^ 



a 
b 



= I a b 



wo 



aOO 

010 
001 

folglich 



100 



100 



ObO 

001 
1 00 



1 I, I c 
1 00 



010 



Ol 



Obc 
aOc 



abcllOOl II 001 I = 1 obO 



= |001|, 



001 I, 



a b c il 1 II 10 



b c II 1 II 1 



(4) 

Die Formehl (1), (2), (3), (4) behalten selbstverständlich 
ihre Qiltigkeit, auch wenn die Bezeichnungen j at bt Ci | , . . . 
nicht Punkte, sondern G-erade bedeuten. 

Wir beschränken uns bei Construction des Punktes (der 
Geraden) | a b c | zuvörderst auf den Fall, in welchem die 
Coefficienten a, b, c positive ganze Zahlen (incL Null) bedeuten 
und im geometrischen Netze die vier Punkte (Geraden) 

I 100 I, I 010 I, I 001 I, I 1 1 1 I 

bekannt sind. Hierbei soll von einer Constructionsweise Ge- 
brauch gemacht werden, bei welcher nur Punkte der Haupt- 
fläche (Grerade der Hanptcomplementfläche) zur Verwendung 
kommen (vergl. p. 33). 

Wenn unter den Coefficienten a, b, c, unter denen wenig- 
stens einer von Null verschieden sein muss, zwei gleich Null 
oder alle drei von Null verschieden und einander gleich sind, 
so fällt der Punkt (die Grerade) { a b C | mit einem der ge- 
gebenen vier Punkte (mit einer der gegebenen vier Gieraden) 
zusammen. Es bleiben daher nur diejenigen Fälle zu erledigen. 
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in denen nicht alle Coefficienten einander gleich und wenigsten» 
zwei unter ihnen von Null verschieden sind. Diejenigen Punkte 
(Geraden), in deren Bezeichnung ein Coefficient den Werth 
Null hat und die beiden anderen einander gleich sind, fallen 
aber mit den Punkten (Geraden) 

I 1 1 I, I 1 1 I, I 1 1 I, 
den Durchschnittspunkten (Verbindungslinien) der Geraden* 
(Punkte) 

I 1 1 1 II 1 I und I 1 II 1 I , 

I 1 1 1 II Ol I und I 00 1 II 1 00 I, 

I 1 1 1 II 1 I und I 1 II 1 I 

zusammen (vergl. p. 21). Es bleiben somit, wenn zunächst 
Punkte (Gerade) construirt werden sollen, deren Bezeichnungen 
Oombinationen der Zahlen 0, 1, n sind, nur folgende zwölf 
Punkte (Gerade) zur ferneren Betrachtung übrig: 

|01n|,|n01|,|ln01,|Onl|,|10n|,|nlO|, 
lln I, I nll I, I litl I, I nnl |, | Inn j, j nln |. 

Diese Punkte (Geraden) sollen die Normalpunkte (Nor- 
malgeraden) der Zahl n genannt werden. 

Die Normalpunkte (Normalgeraden) der Zahl 1 und der 
Zahl sind demnach die Punkte (Geraden) 

I 1 00|, |010|, |001 I, |011 I, I 101 I, I 110|, \lll\r 

deren Oonstruction, dafem sie nicht mit den als gegeben vor- 
ausgesetzten vier Punkten (Geraden) identisch sind, soeben 
erledigt wurde. 

Wenn für einen bestimmten Zahlenwerth von n ein Normal- 
punkt (eine Normalgerade) gegeben ist, so ergeben sich die 
übrigen aus den Formeln (3) und (4). Denn setzt man in (3) 
bez. 0, 1, n und 0, n, 1 an die Stelle von u, ö, », so folgt 



Oln 
nOl 
1 nO 

Onl 
lOn 
nlO 



1 00 
Ol 
001 

100 
010 
001 



1 r 
Ol r 
r Ol 

1 r 
Ol r 
r Ol 



1 In 
nl 1 
Inl 

nnl 
Inn 
n^ n 



d. h. 
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die Verbindungslinie | 1 n | 
I 1 I der Punkte 1 1 n | und 
1 I -wird von der Geraden 
I 1 r I, d. i. von der Ver- 
bindungslinie der Punkte 1 1 1 1 1 
und I 1 I in dem Punkte 
j 1 1 n I geschnitten (Fig. 7), 



der Durchschnittspunkt | 1 n 
I 1 I der Geraden I 1 n | 
und I 1 I wird mit dem 
Punkte I 1 r I, d. i. mit dem 
Durchschnittspunkte der Ge- 
raden 1 1 1 1 1 und I 1 1 durch 
die Gerade | 1 1 n | verbunden, 



etc. 




Flg. 7. 

Die sechs Punkte (Geraden) 

11 ln|,|nll|,|lnl|, |nnl |,|lttn|, |nln| 

können aber nach Gl. (3) in folgender Weise auseinander ab- 
geleitet werden: 

I 1 1 tt II 1 II r 1 = n 1 n 
n 1 tt II 1 II 1 r I = I tt 1 1 

n 1 1 II 1 II 1 r I = I n n 1 
nnl|| 10 0||r Ol | = |lnl 
1 n 1 II 1 II 1 r I = I 1 tt n 

itttt oioiiroi= litt 

d. h. 

die Verbindungslinie der 
Punkte I 1 1 tt I und i 1 ; 
wird von der Geraden I T 1 i 



in dem Punkte | tt 1 tt 
schnitten (Fig. 7), 



ge- 



der Durchschnittspunkt der 
Geraden , 1 1 tt | und | 1 | 
wird mit dem Punkte | T 1 
durch die Gerade | tt 1 tt i ver- 
bunden, 



etc. 



— 40 



Es bedarf keiner Erörterung, in welcher Weise die Formeln 
(4) zur Ableitung der Punkte (Geraden) 

|0 1 n|, |nO 1 I, I IttO I,... 

aus den Punkten (Geraden) 

I 1 1 tt I,, I n 1 1 I, |.l tt 1 I,... 

verwendet werden. 

Aus den Normalpunkten (Normalgeraden) zweier Zahlen 
iti und Hg gehen die Normalpunkte (Normalgeraden) der Summe 
und des Produktes dieser Zahlen in folgender Weise hervor: 

Man hat 

I tti 1 I = 

I 1 tti I = 
I 1 tti I = 



also nach (1) 



Ol tti 
tti Ol 



Oltta 
n^Ol 



1 tti 

tti'ttgO tta 



Itl-Ilt 





Itl 


Itt 


iti-nt 








tti 


Iti 


•ttt 







1 


«2 


«: 


i'ttj 


,0 


«1 



= |tti»tt2 Itti+ttg 



etc. 



d. h. 

die Verbindungslinie | 1 tti 
I Ui 1 I der Punkte | 1 tti | 
und I tti 1 I wird von der 
Verbindungslinie | 1 ttg || tta 1 1 
der Punkte | 1 tta | und | ttg 1 1 
in dem Punkte I tti*tta 1 tti+ttg | 
geschnitten, 



der Durchschnittspunkt 1 1 tti | 
I tti 1 I der Geraden | 1 «i | 
und I tti 1 I wird mit dem 
Durchschnittsp. 1 1 ttg || tta 1 1 
d. Geraden | 1 ttg | u. | ttg 1 1 
durch d. Gerade | tti • tta 1 tti + ttg | 
verbunden. 



etc. 

Aus den Punkten (Geraden) I tti • ttg 1 tti +«2!, [«i+ttg tti-ttgll, 
I 1 tti +tti tti'tta I ergeben sich aber nach (4) die Normalpunkte 
(Normalgeraden) als 

Itti-tta 1 tti+tt2||100||l 00| = |0 1 tti+tta I, 



tti-tta 1 tti+tt2||00 1||00 1 | = |tti-tt2 1 I, 

etc. 

Wie man sieht, sind diese Formeln zur Oonstruction un- 
tauglich, wenn tti gleich tt2 ist, während die folgenden auch in 
diesem Falle anwendbar bleiben: 
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itiOlllttj 1 0||0 1 r | = |ni + nis 1 1 

itj 1 11 jta 1 

1 I 1 



10||01 r l^ltti-ttj 1 1 



lOtii 
010 

1 1 tti II 1 n, II 1 r 

tii 10 
Ol 
oder auch (Kg. 8): 



Ottjl 
1 



lOitg 
Ol 



001 II r Ol 
1 1 tii+ttj , 

100 II 1 ro 



= 1 1 itj-n^ 1 I, 



1 1 iti'ns 




Fig. a 



1 «i II 1 II 1 r II 1 II 1 II Ol nj|ir p oo|| loo 

1 ttj +nj I, etc., und (Fig. 9): 




Fig. ». 



(|oini||ioo|| iro||oio|)(|oitt3|| ioo||roi||ooi|) 

100||100|=|01 tti-tla I, etc. 



42 



Unter diesen Formeln ergeben sich diejenigen für die Summe, 
indem man berücksichtigt, dass nach (1) 



Hl + 112 1 1 






1 1 

tti+ttaOO 



und dass in dem Ausdrucke rechts 

|ni+n2 00| = | 100 



etc. 



Für die Normalpunkte des Produktes findet man aber zunächst 
nach (1) 



Hl 'Ha Hl 1 



iti 1 
ni'tla 



Hl -Ha ttj 
1 



wo 



ni'Ha 



1 00 I, Irti-rta ttiO | = |n2 10 



folglich 



tti'tla Iti 1 



Oitj 1 
1 00 



HalO 
Ol 



Es ist aber nach (3) 



10 



Ui-Ho 1 1 



2 



1 r 

etc. 

In ähnlicher Weise gelangt man zu der folgenden merk- 
würdigen Construction: 

Für die Seiten des einfachen Sechsecks, dessen Eckpunkte 
der Reihe nach die Bezeichnung 

|lltt|,|nln!,|nll|,|nnl|,|lnl 
tragen, hat man (Fig. 7, S. 39). 

I lln||ttln| = |01n||100|,|nln nll 

nll||nnl | = | nOl ||010 |, | nnl || Inl 

I lnl||lntt| = | ln0||001 1,1 lnn||lln. 

Bildet man dergleichen Sechsecke für die beiden Zahlen 
iti und rig, so sind die drei Vier sei te bemerkenswerth, welche 
immer eins der drei Paare einander entsprechender Seiten 

Itii 1 0||00 1 I und Itig 10||0 1 I, 

I iti 1 II 1 I und I n2 1 II 1 
I 1 Hl II 1 I und I 1 Ha il 1 



I 1 n n I 

nl0||001 
OttljjlOO 
lOttllOlO 
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mit dem benachbarten Paare einander entsprechender Seiten 
derselben Sechsecke, also bezüglich mit 

I 1 Hl II 1 00 I und |01 ttg II 1 00 I, 
Hl 1 II 1 I und I ita 1 II 1 I, 
I 1 tti II 1 I und I 1 itg II 1 I 

bildet. Während nämlich die eine Diagonale des Vierseits, 
dessen Seiten 

|nil0|i00 1|, litglOIIOOll, |0 litj II 100|,|0 1n2 II 100| 

sind, mit der Geraden | 1 | zusammenfällt, die andere durch 

den Punkt | 1 | 

geht, wird die dritte 

Diagonale von der 

Geraden | 1 | im 

Punkte I 1 tii + Hg I 

geschnitten (Fig. 10) 

etc. 

Eine ähnliche 
Construction geben 
diejenigen drei Vier- 
seite, welche je eins 
der ersteren drei 
Paare entsprechender 

Seiten der beiden Sechsecke mit dem übernächsten Paare, 
also bezüglich mit 




\10n 



Fig. 10. 



\01O\ 



1 iti 10 


und 


1 iij 10 


Iti 1 1 


und 


Ha 10 00 1 


iti 1 10 


und 


Ona 1 100 



bildet. In dem Vierseite, dessen Seiten 
|nilO||001|, iHgl ||00 1 1,1 lOiti ||010|, I lOttg ||010 
sind, geht nämlich die eine Diagonale durch den Punkt 1 1 1 
und wird von der Geraden | 1 | , welche zugleich die andere 
Diagonale des Vierseits ist, in dem Punkte | 1 tti^ng | ge- 
schnitten. 

Verbindet man aber diejenigen beiden Eckpunkte dieses 
Vierseits, durch welche die dritte Diagonale geht, mit dem 
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Punkte I 1 I , so treffen diese beiden Verbindungslinien die 
Gerade | 1 | in den Punkten | 1 tii^ | und | 1 n^^ | 
(Fig. 10) etc. 

Natürlich gelten die entsprechenden Constructionen, wenn 
die Punkte durch die gleichbezeichneten Geraden, die Geraden 
durch Punkte ersetzt werden. 

Aus Vorstehendem erhellt, in welcher Weise die Con- 
struction der Normalpunkte (Normalgeraden) einer gegebenen 
Zahl n, wenn n grösser als 1 ist, auf die Oonstruction von 
Normalpunkten (Normalgeraden) der Zahlen, welche Summanden 

oder Pactoren der 
Zahl n bilden, zu- 
rückgeführt wer- 
den kann. Durch 
fortgesetzte Re- 
duction gelangt 
man zu den Nor- 
malpunkten (Nor- 
malgeraden) der 
Zahl 1 , deren 
Oonstruction, in- 
!/^j soweit sie nicht 
mit den gegebe- 
nen Punkten (Ge- 
raden) zusammenfallen, gleich anfangs mitgetheilt wurde. 
Da nun (Fig. 11) nach (2) 




lOQ 



Fig. 11. 



Ibc 



a 1 c 



Ib 1 11c 

001 010 
11c all 

100 001 
all Ibl 

010 100 

Ibc alc _ alc abl 

100 10 ^ 010 001 

so lässt sich der Punkt (die Gerade) { a b c | mit Hilfe der 
drei Normalpunkte (Normalgeraden) 

lal 1 I, I Ibl 1, I 1 Icl 



^|abl I 

abl 
001 



Ibc 
100 



ab c 
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construiren. Man gelangt jedoch auf folgende Weise gewöhn« 
lieh schneller zum Ziele: 

Die Construction des Punktes (der Geraden) | a b C | wird 
zuerst durch die Formel (2) auf die Construction von zwei be- 
liebigen unter den Punkten (Geraden) 

|Obc|, |aOc|, |abO| 

reducirt. Bei Construction dieser Punkte (Geraden) können 
die beiden positiven ganzen Zahlen b und c, c und a, a und b 
als relative Primzahlen betrachtet werden, da man einen ge- 
meinschaftlichen Factor unterdrücken kann. Ist nun, wenn der 
Punkt (die Gerade) | b c | construirt werden soll, b grösser 
als c, so setzt man 



und erhält nach (1) 

I c tn-c + bj c 

oder, da 

c m-c 1 = 



b==m«c-|-bi 

bi c 
c m-c 



ImO ,lcOc 



in einfacherer Form 

I c m«c + bi 



1 Ol 
1 



101 

= I r 1 



c c 
m-c+bi 

m-c + b 



010 



bi c II 1 m II 1 1 



Es ist aber nach (4) 

I Obc I = I cbc 



1 00 i 1 00 



folgUch I b c I = I bi c II 1 m II r 1 II 1 II 1 |. (5) 
Diese Keductionsformel lässt sich in folgender Weise durch 
Worte ausdrücken: 



Die Verbindungslinie | b^ c 
) 1 m I der Punkte | bj c 
und I 1 m I wird von der 
Geraden | T 1 | in einem 
Punkte geschnitten, dessen Ver- 
bindungslinie mit dem Punkte 
I 1 I die Gerade | 1 | 
in dem Punkte | b c | schnei- 
det (Fig. 12, S. 46). 

Ist c grösser als b, so setzt man 

c = n-b + Ci 



Der Durchschnittspunkt j b^ c 
I 1 m I der Geraden | b^ c 
und I 1 m I wird mit dem 
Punkte I r 1 I durch eine Ge- 
rade verbunden, deren Durch- 
schnittspunkt mit der Geraden 
i 1 I den Punkt I 1 I 



durch die Gerade | b c 
bindet. 



ver- 
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und erhält durch eine Rechnung, die der vorigen analog ist, 
I b c I -=^ I 6 Ci !| 1 n II 1 r I! 1 i; 1 |. (6) 



Durch wiederholte Anwendung der Formeln (5) und (6) 
wird die Construction des Punktes (der Geraden) | 6 c ! auf 
die Construction einer endlichen Reihe von Punkten (Geraden), 




deren Bezeichnungen von der Form | 1 nti | und | 1 tti ; 
sind, also von Normalpunkten (Normalgeraden), zurückgeführt. 
Denn setzt man, wenn 6 grösser als c ist, b = m.c + bi, 
c=n-bi+Ci, 6i=mi-Ci + b^jC^^n^^ + c^,* ^ . bi = mi.Ci + bi+i, 
Ci = ni-bi+i +Ci+., so folgt 

bi Ci I = I bi+i Ci II 1 nti II r 1 II 1 II 1 00 1, [nach (5)] 

I Obi+iCi I = I bi+i Ct+i li 1 tti II 11^ II 1 li 1 00 !; [nach (6)] 

und nimmt man die positiven ganzen Zahlen itt, n, irtp n^,... 
ttti, tti immer so gross, dass 

bi<c, Ci<bi, b2<Ci, C2<b2,.- •öi+i<ci, Ci+i<bi+i, 

so werden bei hinreichend weiter Fortsetzung der Entwickelung 
die Zahlen bi^.^ oder Ci+i Eins und Null, weil b und c keinen 
gemeinschaftlichen Divisor enthalten. Die Geraden (Punkte) 
I r 1 I und I 1 r I, die zur Construction erforderlich sind, 
ergeben sich aber, wie früher schon gezeigt wurde, als Ver- 
bindungslinien (Durchschnittspunkte) der gegebenen Punkte 
(Geraden) | 1 | und I 1 1 1 |, | 1 | und | 1 1 1 |. 

Die Zahlen m, n, itti, tlp... ttti, Ui sind offenbar 
die Nenner eines gemeinen Kettenbruches, dessen 

Werth gleich — ist. 
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Ist c grösser als b, so beginnt die ßeduction mit Anwen- 
dung der Formel (6). 

Ein ähnliches Verfahren ergiebt sich bei Construction der 
Punkte (Geraden) | a c | und | a 6 | . In folgender Tabelle 
sind die Formeln zusammengestellt, mit deren Anwendung in 
jedem einzelnen Falle die Eeduction zu beginnen hat: 

I. Construction von |Obc|. 

1) 6>c; b = m*c + bi; ' 

b c I = i bi c II 1 m II 101 |i 1 || 1 

2) ob; c=n«b + Ci; 

b c I = I b Ci II 1 n II 1 r II 1 II 1 

n. Construction von 1 a c |. 

1) c>a; c = n-a + Ci; 

I a c I = I a q II 1 n II 1 r II 1 II 1 

2) a>c; a = I'C + ai; 

I aOci = 1 a^OcIl I 1 0||0 1 r ||0 1 II 10 

m. Construction von j a b |. 

1) a>b; a = t'b + ai; 

I a b I = I ai b II I 1 II 1 r II 1 II 1 

2) b>a; b = m'a + bi; 

I a b I = I a bi II Om 1 II r 1 II 1 II 1 |. 

Aufgabe. Im geometrischen Netze sind die Punkte 
|100|, |010|, |001|, 111| bekannt; es ist der Punkt 
14 46 21 I aufzusuchen. 

Auflösung. Durch die Formeln 



14 46 21 



14 21 
1 



46 21 
4 21 

1203 1 



46 21 

1 

04 21 II 1 20 II r 1 II 1 00 II 1 00 
041 105 110 100 100 



14 21 



203 



201 1011 II iro 0101010 



wird die Construction des Punktes | 14 46 21 | auf die Con- 
struction der Normalpunkte | 1 2 |, | 4 1 |, | 1 5 |, | 2 1 | 
reducirt. Man findet hierauf mit Hilfe des Normalpunktes 
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1 1 2 1 |y weicher Durchscimittspunkt der Geraden 1 1 1 || 1 1 
und I 1 1 II 1 I ist, nacli (4) die Normalpunkte j 1 2 
und I 2 1 I , deren Verbindungslinien bez. mit | 1 j und 
I 1 I sich im Punkte | 2 4 1 | schneiden. Die G-erade 
j 1 II 2 4 1 I trifft aber die Gerade | 1 | im Punkte 
I 4 1 I, die Gerade | T 1 | im Punkte j 1 4 1 |. Es 
schneidet femer die Gerade | 1 || 1 4 1 j die Gerade 
I 1 1 II 1 1 I im Punkte | 1 4 5 |; die Gerade | 1 || 1 4 5 | 
schneidet die Gerade | 1 j im Punkte | 1 5 j . Nachdem 
man auf diese Weise die erforderlichen Normalpunkte gefunden 
hat, beachtet man, dass zufolge der Beductionsformeln die 
Verbindungslinie des Punktes | 1 | mit dem Durchschnitts- 
punkte der Geraden | 2 1 || 1 1 | und | 1 T | die Gerade 
I 1 I in dem Punkte | 2 3 | schneidet; dass die Ver- 
bindimgslinie des Punktes | 1 j mit dem Durchschnitts- 
punkte der Geraden | 4 1 | 1 5 | und | 1 T | die Gerade 

I 1 I im Punkte j 4 21 |, die Verbindungslinie des Punktes 

I I I mit dem Durchschnittspunkte der Geraden 1 4 21 1| 1 2 1 
und I r 1 I die Gerade j 1 | im Punkte | 46 21 | trifft. 
Die Geraden | 46 21 || 1 | und j 2 3 || 1 | schneiden 
sich in dem gesuchten Punkte | 14 46 21 |. 

Ist eine unter den Zahlen a, 6, c negativ, so f&hrt man 
die Construction der Punkte (Geraden) | b c' |, | a' c 
I a b' I mit Hilfe der Formehi 

|Obc^ 1= |abO||aOc|| 100 
rf Oc|= |0 bell ab 0|| 10 

I a & I = I a c II b c II 1 I 

auf die soeben betrachteten Fälle zurück. 

Sind endlich die Zahlen a, b, c rationale Brüche imd ist 
n ein gemeinschaftliches Vielfaches der Nenner, so hat man 

I ab c I = I n«a n«b n«c |, 

wo die Coefiicienten n-a, ii'b, n*c ganze Zahlen bedeuten. 

Es erübrigt noch die Betrachtung des allgemeinsten Falles, 
nämlich die Construction des Punktes (der Geraden) | a b C | , 
wenn nicht (wie bisher vorausgesetzt wurde) die vier Punkte 
(Geraden) | 1 |, j 1 l, | 1 |, | 1 1 1 |, sondern vier 
beliebige Punkte, unter denen nicht drei in einer imd derselben 



— 49 — 

Geraden liegen (vier beliebige Gerade, unter denen nicht 
drei durch einen und denselben Punkt gehen), gegeben sind. 

Bedeuten P^j P^, Pg, Pg die gegebenen vier Punkte, und 
ist P„ der zu construirende Punkt, so setzt man 

und bestimmt die Verhältnisse Po-Pr-p2'p3> iiidem man auf 
beiden Seiten der Gleichung projectivisch - geometrisch mit 
Pg P3? P3 Pv Pi Ps multiplicirt. Man erhält nämlich auf diese 
Weise 

Po'^0^1 ^2 = Ps-^S ^1 ^2J 

weil diejenigen Produkte verschwinden, in denen zwei Eac- 
toren einander gleich sind (vergl. p. 26). Aus diesen Glei- 
chimgen folgt aber, wenn man den Coefficient von ABC in 
Pi Pf Pi durch [P{ Pf Pi] bezeichnet und berücksichtigt, dass 
die drei Zahlen {P^P^P^l, [P^P^P;\, [P3P1P2] einander 
gleich sind, 

und daher 

Ebenso hat man aber auch 

[Pl P, P3] . P„ = [PnP, P,] . P, + [P„ P3 PJ • P^ + [-Pn Pi P^] • P3, 

folglich, indem man 

[P„ P, P3] •P, = A,, [Po P3 Pj] . P, = Bo. [n ^1 ^2] • ^3 = Q 
setzt: 

-VI ^^^ -^o> -^2 =^ -"o> -'s ^= ^0> 

Po=4, + 5o + C„ P„=ao-A + \-Bo + Co-Co, 

wo 

Oo = [P„ P, P,] . [Po P3 Pi] • [Po Pi PJ , 
60 = [P„ Pa Ps] • [Pn Ps P{\ ' {Po Pl P2} , 
Co = [Po P, Pa] • [Po Ps Pl'] ' [ A Pl P3] • 



*) Vergl. Grassmsmn, 1. c. p. 99. 

Noth, Die Arithmetik der Lagre. 
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Die ursprüngliche Angabe, den Punkt P^ zu construiren, 
wenn die vier Punkte P^, P^, P^, P^ und die Coefficienten des 
Punktes Pn gegeben sind, ist somit auf die andere Aufgabe 
zurückgeführt, deren Auflösung vorher erläutert wurde: 
den Punkt | o^ bo ^ i ^ construiren, wenn die vier Punkte 
|100|010|, |001|, |111| gegeben sind. 

In analoger Weise verfährt man, wenn die Lage der vier 
Qersiien pQy p^j p^j p^ im geometrischen Netze bekannt ist^ 
und die Gerade /?„, deren Coefficienten gegeben sind, con- 
struirt werden soll. 
Aufgabe. Man kennt die Pimkte 



^0 = 



, i\ = 



023' 



21 3 I, P, = I 1 02|, Pj = |2r 1 

es ist der Punkt Pn = \ 111 | zu construiren. 
Auflösung. Durch geometrische Multiplication ergiebt sich 

PP— — I1ß4l p p — 



02 ff 



P P SS 



r 02 
2 r 1 



02 ff 
102 

= 1251 I. 



= ' 432 



[P„P3P,] = 1. 1 + 1.6 + 1.4 = 11, 
[P„P,Pi] = 1.4 + 1.3 + 1.2 = 9, 
[P„PiP,] = 1.2 + 1.5 + l.l = 8, 

[P„P8P,] = 2.1 + 1.6 -3.4= -4, 

[Po P,Pi] = 2.4 +1.3 -3. 2 = 5, 

[PoPiP3] = 2.2+ 1.6-3.1=6, 
folglich: 

00 = 11.5.6=330, 6o = -4.9.6=-216, Co=-4.5.8=-160. 
Man bezeichnet also die Punkte P^, Pj, Pg, P, bez. durch 

1 1 1 1 I, I 1 I, I 1 I, I 1 I und construirt den 
Punkt, der in Bezug auf diese Punkte die Bezeichnung 
I 330 216' 160 I oder, was dasselbe ist, die Bezeichnung 

165' 108 80 I trägt 

Im Yoranstehenden ist gezeigt worden, auf welche Weise 
sich die als unbekannt vorausgesetzte Lage eines Punktes (einer 
Geraden) | o b c j bestimmen lässt, wenn die Zahlen o, b, c 
und vier Punkte (Gerade) im geometrischen Netze hinsichtlich 
ihrer Lage und der Werthe ihrer Coefficienten gegeben sind. 
Wir wenden uns nun zur Lösung der umgekehrten Aufgabe: 
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die als unbekannt vorausgesetzten Zahlen j, t|, j zu bestimmen, 
wenn ein Punkt (eine Gerade) | j t| j | im geometrischen Netze 
der Lage nach gegeben ist. Hierbei können wir uns auf den 
besonderen Fall beschränken, wo im geometrischen Netze die 
vier Punkte (Geraden) | 1 |, | 1 |, | 1 |, | 1 1 1 | 
bekannt sind. Denn für den Fall, dass die gegebenen vier 
Punkte (Geraden) eine andere Bezeichnung tragen, lässt sich 
die soeben mitgetheilte Transformation anwenden. Ebenso 
brauchen wir nur den Fall zu betrachten, wo der Punkt (die 
Gerade) | J ^ J | in der Hauptfläche (in der Hauptcomple- 
mentfläche) gegeben ist, also die drei Zahlen j, t), j als positiv 
genommen werden können (vergl. p. B3). 

Die Verbindungslinien des Punktes | J ^ J | mit den Punkten 
|10a|, |010|, |001| werden nach (4) (p. 37) von den 
Geraden |100|, |010|, |001| bez. in den Punkten 
I^^JIjIjOjI, |jt|0| geschnitten, unter denen je zwei 
zur Ermittelung der Verhältnisse J : ^ : J genügen. Da der 
Punkt I J 9 ä I in der Hauptfläche gegeben ist, so liegen die 
P^^"^® I^^jI, IjOjI, |j^0| bez. in den Hauptstrecken 
der Geraden BCy CA, AB oder, was dasselbe bedeuten 
soll, zwischen den Punkten | 1 | und | 1 |, | 1 | 
und I 1 I, I 1 I und I 1 |. Liegt nun der Punkt 
I ^ j I zwischen den Punkten | 1 | und | 1 1 | , ist also 
von den beiden Zahlen t| und j, die als positiv und als relative 
Primzahlen angesehen werden, t) grösser als }, so setzt man 

92 — «^-fc^^sj h — ^'^z'^hf 

u. s. f. 

und denkt sich hierbei die absolute Zahl m so gross, dass t)^ 
positiv und kleiner als j, die absolute Zahl n so, dass j^ positiv 
und kleiner als tj^, und weiterhin nti und m immer so, dass 
t|i+i positiv und Heiner als jt und ji+i positiv und kleiner als 
t|i-j-i. Unter dieser Voraussetzung erlangt offenbar für einen 
endlichen Werth von f eine der positiven ganzen Zahlen ^i und ji 
den Werth NuU, und die Zahlen nt, lt, 1%, ttj, ntg, ttg, ... bilden 
die Nenner eines gemeinen Kettenbruches, dessen Werth das 



. I 
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gesuchte Verhllltniss ^tj ist. Diese Nenner findet man aber 
auf folgende "Weise: 

Aas den Formeln (5) und (6) p. 46 u. 46 (Fig. 12) ergeben 
sich bei Anwendung der obigen Bezeichnung die Formeln 

I 9 } II 100 II r Ol II 1 mo II 100 1 = 1 0^1 8 I, 

1 ^1 j II 1 II 1 r II 1 n II 10 I = 1 5i ji I, 

I ^, ji II 1 II r 1 II 1 nti II 1 1 = I ^, sj, 

1 ^, Ji II 1 II 1 r II 1 nJI 1 I = I 9, j, !, 

etc. Man construirt nun die in der Geraden | 1 |, bez. in 
der Geraden ] 1 | liegenden Punkte 

I 1 10 I, I 120 i, I 130 I, ... I IniiO I, 

I 101 I, I 1 02 I, I 1 03 I, ... I lOui I 

und wählt als I 1 m I denjenigen Punkt, dessen Verbindungs- 
linie mit dem Punkte 1 h j 11 1 || T 1 1 die Gerade 1 1 1 
in einem Punkte J ^^ j | triffl, der zwischen den Punkten 
; 1 1 I und I 1 I liegt, und hierauf aus der zweiten Reihe 
für I 1 n I denjenigen Punkt, dessen Verbindungslinie mit dem 
Punkte I 5i j II 1 || 1 1^ | die Gerade | 1 | in einem 
Punkte I t|i Ji I trifft, der zwischen den Punkten | 1 j und 
I 1 1 I liegt, u. s. f., bis man zu einem Punkte | ^i jt_i j oder 
i 9! Ji I gelangt, der mit dem Punkte | 1 | oder mit dem 
Punkte I 1 I zusammenfallt, was unter der Voraussetzung, 
dass t) und j ganze positive Zahlen sind, also der gegebene 
Punkt dem geometrischen Netze angehört, offenbar nach einer 
endlichen Anzahl von Constructionen geschehen muss. 

Wenn aber der Punkt | ^ j | in der Geraden | 1 | 
beliebig gegeben ist, also dem geometrischen Netze 
nicht angehört, so kann dieses Zusammenfallen nicht er- 
folgen. Als Werth des Verhältnisses \) : j wird hier 
derjenige angenommen, dem sich der gemeine Ketten- 
bruch (vergl. p. 46) 

m+1^ 

n+J 

ntj + l 



Hl + ... 

bei wachsender Anzahl seiner Glieder ohne Ende 
nähert 
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Es lässt sich also für alle Punkte der G-eraden | 1 
das Yerhältniss t) : j angeben, und dieses Yerhältniss ist ra- 
tional, wenn | ^ j | ein Punkt des geometrischen Netzes ist, 
dasselbe ist irrational, wenn der Punkt dem geometrischen 
Netze nicht angehört. Das Analoge gilt fiir die Bestimmung 
der Verhältnisse j:j und j:^. 

Selbstverständlich bestimmt man in entsprechender Weise 
die Verhältnisse gr^ij, wenn | J ^ J | eine Gerade bedeutet. 

6« Die projectiylsch- arithmetische Multiplication 
und BlTision Ton Punkten und Geraden. Die Arithme- 
tik der Lage« 

Bedeuten wie bisher 

Ui ^1 Ci I = i^i («M I Ö2 ^2 Ca I = ^2 (=i^2) 

zwei Punkte (Gerade) der Ebene, so soU dqr Punkt (die Gerade) 

das projectivisch-arithmetische Produkt der Punkte P^ 
und F^ (der Geraden p^ und p^) genannt werden. 

In der Bezeichnungsweise wird also dieses Produkt 
durch das Setzen des Multiplicationszeichens von dem 
projectivisch-geometrischen Produkte unterschieden. 

Die Construction des projectivisch-arithmetischen Produktes 
ergiebt sich aus folgender Betrachtung: 

Man hat nach (2) in No. 5 

di-Og 6]'ba Cj-Ca 



bi-Cg 6i-b 



2 



1 







1 

Ui-Oa bi»b 



a 





ba-Ci 
1 





bi'ba 






Ci-Ca 



ttj-ba 
1 





1 Ca 






1 


Ci-Ca 










1 


1 











Cjj'ai 
1 






, etc. 



Es ist aber femer nach (2) in No. 5 
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1 



bi'Cg hi\ bj'Ca 
1 



I *1'<^ K\ Ci-Cg I = 

WO 

1^1*^2 brCa Ci'Cal^^lbi B] Ci|,|bi«C2 ^r^s Bi-Cgl^lCg bg Cgj, 

und man erhält anf diese Weise, indem man die entsprechenden 

Ausdrücke für ) aj-Oa Cj-Oa c^-Ca |, | a^-aa \'is ^i*K l> ®^^' 
bildet: 

I ^i'Ca bi-ba Cj-Ca I = 



ba'Ci bi'ba Ci'Ca 



ör^2 Ci'Oa Cj-Ca 



Öi-Oa Ca-tti C,-Ca 



ai'Oa bi'ba a^-ba 
Ci-a^ bj'ba tta'bi 



Endlich hat man nach (3) in No. 5 

lbibiCi| = |aibiCi||100||iro|, ICibiCi 



K ^1 Ci 


Ca 63 Ca 


1 


1 


Bs 62 Cj 


Ci bi Ci 


1 


00 1 



a, c, c, 


Oa Oa Ca 


1 


10 


ttj Ca Ca 


ttiOiCi 


1 


10 



ttiBiOi 


Oa 6a ^2 


1 


1 


Oa ba "^ 


Ol bi hl 


1 


1 



oibiCi||ioo||roi|, 



oiCiCi| = |oibiCi||010||0ir|, |ai0ici| = |o.blci||010||iro 
oibiai| = !oibiCi||001||roi|, |0ibibi| = |aibiCi||001||0ir|. 



Ist also (Fig. 13, S. 55) 
^ = |100|, 5 = |010|, C=|001|, = |111|, 

und i gleich 1 oder gleich 2, so werden die drei Geraden 

APu BPi, CPi 
von den Geraden 

00=^ 1 1 r i u. 0J5 = I r 1|, o^= 1 1 r 1 11. oc = 1 1 1' 1, 

05= I r 1 1 und 0^= 1 1 r I 

bez. in den Punkten 

■^= |bibiCi|und Gl = I cibiCi |, Hi= ] oi ci Ci | und/i= | oi OiCi |, 

-Ki = I Ol bi Ol I und it = | oi bi bi ; 
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geschnitten. Die drei Geraden aber, welche bez, 

den Punkt A mit dem Durchschnittspnnkte der Geraden 

BF^ und CGg oder BF^ und CG^, 

den Punkt B mit dem Durchschnittspunkte der Geraden 

CHy^ und AI^ oder CH^ und AI^^ 

den Punkt C mit dem Durchschnittspunkte der Geraden 

AK^ und BL^ oder .^Ä^ und BL^ 

verbinden, treffen sich in dem Punkte 




Fig. 13. 

Insbesondere schneiden sich die drei Geraden, welche bez. 

den Punkt A mit dem Durchschnittspunkte der Geraden 

BFx und CGi, 

den Punkt B mit dem Durchschnittspunkte der Geraden 

CHx und AIx, 

den Punkt C mit dem Durchschnittspunkte der Geraden 

AKx und BL\ 

verbinden, in dem Punkte 

P\*P\ = I ai*ai fii'bi CfCi |. 
Aus Vorstehendem ergiebt sich zugleich die Construction 
des Punktes P^, wenn der Punkt P^ « Pj • F^ ^^^ der Punkt 
F^ gegeben ist. Der Punkt F^ wird in diesem Falle der pro- 
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• 

jectivisch-arithmetische Quotient der Punkte P^ und P^ genannt 
und im Folgenden durch 



^1 

bezeichnet. Wenn demnach 



so hat man 

Natürlich gilt dasEntsprechende für die Geraden der Ebene. 

Durch projectivisch- arithmetische Multiplication einander 
gleicher Pactoren gelangt man zur projectivisch -arithmetischen 
Potenz 

des Punktes (der Geraden) 

I abc | = P(=/^), 
deren Exponent n eine positive oder negative ganze Zahl ist 
(Fig. 14). Insbesondere heisst F^ das projectivisch-arithmetische 




Fig. 14 



B 



Quadrat des Punktes P, p^ das projectivisch-arithmetische 
Quadrat der Geraden p. 
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Die Construction dieses Quadrates erbellt aus dem Obigen. 
Es soll aber bier nocb die Mittbeüung einer anderen Con- 
structionsweise Platz finden, von der wir später (p. 72) Gebraucb 
machen werden. Nach (1) in No. 5 bat man nämlicb 



a.(b+c) 6«,c«| = 



o-(B+c) b-(b+c) 





übt 

011 



abO 
aOc 



C'(b+c) 
b-ii 



ü'b 



b* 








.2 



a' b«(c+o) c 



3 



0'(c+o) b-(c+o) 



c-(c+o) 
c-tf 



0» b» C'{a+b) 



c-tf . 
ab c b c 
101 abO 

a-(a+b) b-(a+b) c-(o+b) 
o-b o-b 



b-c c» 
a' b-a 



a 




2 





b« 



c-b 



abc 
HO 



aOc 
Obc 



Je zwei unter diesen drei Punkten (Geraden) ergeben aber 
nach (2) in No. 5 den Punkt (die Gerade) | o' b* c* 1 als 



0* b« c 



a.(b+c) b*c« 
1 



a»b.(c+o)c* 
10 

0* b« c.(o+b) 
1 



an.(c+a)c« 

1 

a-(b+c) b« c» 

1 



a«b*c.(o+b 
1 



Im engsten Zusammenhange mit der Construction des 
projectimch-arithmetischen Produktes gegebener Punkte (Ge- 
raden) steht die Construction der Punkte (Geraden), deren 
Bezeichnung aus deijenigen eines gegebenen Punktes F = 
I a b c I (einer gegebenen Geraden p <=\ ab c |) durch Permu- 
tation der Coefficienten abgeleitet ist, abo die Construction der 
Punkte (Geraden) 

|acb|, ibcal, |bac|, |cab|, |cba|. 

Ist P = \abc\ (Fig. 15 S. 58) der gegebene Punkt, femer 

4=|100i, 5=|010|, C=|001|, = |111|, 
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so werden die drei Geraden 

APj BP, CP 

nach (3) in No. 5 von den Geraden 

OC=| 1 r 0| und OB^ 
O^ = I 1 r I und OC = 
OJ? = r 1 I und OA = 



r Ol I, 
1 r 1, 
1 r 




Fig. 15. 



B 



bez. in den Punkten (vergl. p. 54) 

-F= I b b c I und ö = | c b c |, 
Ä= I a cc I und I == I aac !, 
Ä'= I aba I und Z, = I abb I 
geschnitten. EQeraus folgt aber, dass 

1) die drei Geraden | b b c || c b c |; | q c c || aa c |y | aba {| abb \ 

durch den Punkt { a b c |y 

2) die drei Geraden | c c a || a ca |, | baa || bb a |, | b cb || bcc | 

durch den Punkt | b c a 1, 

3) die drei Geraden | aab || hah j, | cb b || c cb |, | c a c || caa | 

durch den Punkt | c a b | 

gehen. Aus 1) geht nämlich 2) hervor, indem man b durch c, 
c durch a, a durch b ersetzt; aus 2) ergiebt sich 8) durch aber- 
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malige cyklische Vertauschung der Coefficienten. Ferner er- 
giebt sich, indem man in 1) c für b, b für c setzt, und sodann 
wieder eine cyklische Vertauschung vornimmt, dass 

4) die drei Geraden | c c B || bc b |, | abh Ij aab |, | a c a || a c c ! 

durch den Punkt | a c b | , 

5) die drei Geraden !aac||cac|,|bcc|!bbc|,|bab||baa 

durch den Pimkt | b a c 1 , 

* ' ' 

6) die drei Geraden |bba||aba',icaa||cca|,|.cbc||cbbi 

durch den Punkt | c b a | 

gehen. Mit BSlfe der Punkte F, G, IT, /, Z, L findet man 
aber die übrigen zur Construction erforderlichen Punkte, indem 
man die Formeln (3) in No. 5 anwendet. 

In entsprechender Weise verfährt man bei Construction 
der entsprechend bezeichneten Geraden. 

Für die durch cyklische Verschiebung der Coefficienten 
auseinander abgeleiteten Punkte und Geraden soll künftighin 
folgende Bezeichnimg angewendet werden: 

P = I a b c i, P' = I c a b I, P" = I b c a I, 
jo = I a b c I, jo' = I c a b I, jo" = | b c a |. 
Das Zeichen ' wird im Folgenden immer in diesem Sinne ge- 
braucht und hat somit die Bedeutung eines Rechnungszeichens. 
Die Operation, welche durch dieses Zeichen ausgedrückt wird, 
soll die Transmutation der Einheiten genannt werden. 

Unter Voraussetzung dieser Bezeichnung hat man offenbar: 

{jpy == p', (P')' = p, (py = ;?", (p'r = p, 

[p+qy^p + Q!, {p + qy^P' + q\ 

Für das geometrische Produkt der Punkte (Geraden) 
I Ol bi Ci I = Pi (= /?i) und I 02 b, Ca I = Pa {-=-p^) ergiebt sich 
bei Anwendung dieser Bezeichnung 

p,p, ^p,"'P,^ -P,''P,". p^2 = P,"'P2' - ^i'-^3"; (1) 

deim man hat nach (2) und (2*) in No. 3 

I Ol bi Ci ||<i2 62 Ca 1= I &rC2^*3-Ci h'^^h'^i o.^\-^'W 
= |bi-C2 q-Oa ai'bg 1 — I ba-q Cg-ai a^W 

== I bi Ci tti I • I Ca Oa ba I - I Ci tti bi I • I ba Ca 02 |. 



- 60 

Das projectivisch- arithmetische Produkt ist mit der pro- 
jectivischen Summe durch das Gesetz der Distributivität (vergl. 
p. 13) verbimden. Bedeutet nämlich Q + B die projectivische 
Summe der Punkte Q und R, q + r äie projectivische Summe 
der Geraden q und r, so hat man 

P.(Q + jR) = P. Q + F'R, p'{q + r) =:p'q +p'r. 

Dasselbe gilt, wie früher (p. 19) gezeigt wurde, vom pro- 
jectivisch-geometrischen Produkte. Während aber das pro- 
jectivisch - geometrische Produkt nicht allen Gesetzen der 
eigentlichen Multiplication unterworfen ist, gelten diese Gesetze 
durchgängig für das projectivisch- arithmetische Produkt, wie 
unmittelbar aus seiner Definition hervorgeht. 

Für die projectivisch-arithmetische Multiplica- 
tion und Division und für die Verbindungen dieser 
Rechnungsarten mit der projectivischen Addition 
und Subtraction ergeben sich daher die Regeln der 
gemeinen Arithmetik, die in der vorliegenden An- 
wendung als Arithmetik der Lage bezeichnet werden 
solL 

Alle Punkte (Geraden) im geometrischen Netze bleiben 
unverändert, wenn sie mit dem Punkte (mit der Geraden) 
I 1 1 1 I projectivisch-arithmetisch multiplicirt werden; dieser 
Punkt (diese Gerade) ist demnach in der Arithmetik der Lage 
durch 1 zu bezeichnen, wenn, wie hier, nur ebene Gebilde in 
Betracht gezogen werden. Da aber mit dem Punkte 1 auch 
alle Vielfachen desselben zusammenfallen (vergl. p. 26), so re- 
präsentirt er zugleich die ganze Reihe der Zahlen. Das Näm- 
liche gilt von der Geraden 1. Wenn also n eine Zahl be- 
deutet, so hat man in der Arithmetik der Lage 

Ist " - ^• 

^ ' abc| = P{=^p) 



ein Pimkt (eine Gerade), so ergiebt sich bei Anwendung der 
eingeführten Bezeichnung 

P+P'+P"-a+b+c=l, p+p'+p*' = a + i) + c=l, .^ 

P^r-P*' =:a -b -0=1, p * p' * /?"==a • b • c = l, 

vorausgesetzt, dass die Zahl a+b+c, resp. a«b«c von Null 
verschieden ist. 
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Ist n eine Zahl, so hat man 

tt = n' «= n", (3) 

weil der Ausdruck | n n tt ] bei Transmutation der Einheiten 
ungeändert bleibt. Umgekehrt schliesst man aus der Gleichung 
u' = n, dass n eine Zahl ist. 

Bemerkenswerth sind die in den drei Nebenflächen (Neben- 
complementflächen) gelegenen Punkte (Geraden) 

I r 1 1 1 = i, 1 1 r 1 1 = i', 1 1 1 r I = i"; 

für diese gelten die Gleichungen: 

i* = 1, i'» = 1, i"« = 1, 

die unmittelbar aus der Definition folgen. 
Da femer die Punkte (Geraden) 

I Obc|, I aOc|, I abO|, 

die bez. in der Geraden (durch den Punkt) 

I 100|, I 1 0|, I 001 I 

liegen (gehen), ungeändert bleiben, wenn sie bez. mit dem 
Punkte (mit der Geraden) 

I 1 1 I, I 10 1 I, I 1 1 I 

projectivisch-arithmetisch multiplicirt werden, so besitzt 

der Punkt (die Gerade) | 1 1 | in Bezug auf alle Punkte 
(Geraden), deren Bezeichnung von der Form | b c | ist, 

der Punkt (die Gerade) | 1 1 | in Bezug auf alle Punkte 

(Geraden), deren Bezeichnung von der Form | a b | ist, 

der Punkt (die Gerade) | 1 1 | in Bezug auf alle Punkte 

(Geraden), deren Bezeichnung von der Form | a b | ist, 
die Eigenschaft der Eins. Mit Anschluss an die bisherige 
Bezeichnung soll daher 

1 1 1 I = 1„ I 1 1 I = i;, I 1 1 I = i;' 

gesetzt werden; und dem entsprechend setzen wir die Punkte 
(Geraden) 

|oir|==i„ iroiHi;, |iro|=i;'. 

Man hat unter Voraussetzung dieser Bezeichnung 
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Endlich bleiben die Punkte (Geraden) 

I aOO;, I ObO|, I 00c;, 

die bez. mit dem Punkte (mit der Geraden) 

I 100|, I 010|, I 001 i 

zusammenfallen, ungeändert, wenn sie bez. mit diesem Punkte 
(mit dieser Geraden) projectivisch- arithmetisch multiplicirt wer- 
den. Es ist demnach 
der Punkt (die Gerade) | 100 | in Bezug aufdie Punkte (Geraden), 

deren Bezeichnung Ton der Form | a | ist, 
der Punkt (die Gerade) ! 010 | in Bezug auf die Punkte (Geraden), 

deren Bezeichnung von der Form | b ( ist, 
der Punkt (die Gerade) | 001 | inBezug auf die Punkte (Geraden), 

deren Bezeichnung von der Form | c | ist, 
als Einheit zu bezeichnen. Wir setzen mit Rücksicht auf die vor- 
her eingeführte Bezeichnung 

I 1 ooi = i,„ I io| = i;„ I 00 1 | = i;;. 

Die Ausdrücke 1, 1,, IJ, V/, 1„, !'„, \\\ sollen in der Arith- 
metik der Lage Haupteinheiten, und zwar 1 temäre oder 

complete Haupt- 
einheit, 1,, i;, VI 
binäre, 1,„ \\„ 

\\\ singulare 
Haupteinheiten 
genannt werden. 
Die Ausdrücke i, 
i', i" heissen ter- 
näre oder com- 
plete, die Aus- 
drücke i„ i;, \: 

binäre Neben- 
J; einheiten. Die 
siiigulären und 
binären Einhei- 
ten werden (im Gegensatze zu den completen) defective Ein- 
heiten genannt. Die dreizehn Punkteinheiten und dreizehn 
Linieneinheiten bilden zusammen das Einheitssystem der Ebene 
(Fig. 16). . . 
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Jede Haupteinheit ist in Bezug auf ihr Gebiet, d. h. die 
singulare Einheit in Bezug auf alle Punkte (alle Geraden), die mit 
ihr zusammenfallen, die binäre Haupteinheit in Bezug auf alle 
Punkte, die mit ihr in einer und derselben singulären Einheit 
liegen (auf alle Gerade, die mit ihr durch eine und dieselbe singu- 
lare Einheit gehen), die temäre Haupteinheit in Bezug auf alle 
Punkte (Geraden) der Ebene die wirkliche Einheit der gewöhn- 
Uchen Arithmetik. Hingegen sind die Nebeneinheiten und die Be- 
ziehungen zwischen den verschiedenen Haupteinheiten für die 
Aiithmetik der Lage charakteristisch. 

Durch die Gleichungen 

i,.i;, = i;„ i;.i;; = i;;, i;'.i,, = i,„ 
i,.i;; =i;;, i; . i, == i„ i;' . i;, = i;„ 
i„.i, -=i,„ i;,.i;, = i;„i;;.i;; =i;; 

werden Eigenschaften der defectiven Haupteinheiten ausgedrückt, 
in denen sie mit der wirklichen Einheit übereinstimmen, während 
durch die Gleichungen 

i;.i;' = i,„ i;'.i, =i;„ i, -i; =i;;, 
i,.i„ = o, i;.i;, = o, im;;=o, 
i;,.i;; = o, i;;.i,, = o, i„.i;, =o 

Eigenschaften charakterisirt werden, die den defectiven Haupt- 
einheiten eigenthümlich sind. 

Während in der gemeinen Arithmetik dem Produkte a • b 
nur dann die Dependenz (vergl. p. 12) abgeht, wenn a oder h den 
Werth Null hat, fehlt diese fundamentale Eigenschaft dem pro- 
jectivisch- arithmetischen Produkte von Punkten und Geraden 
auch dann, wenn einer der Factoren eine defective Einheit ist oder 
eine solche als Factor enthält. Die Division durch eine solche 
Einheit ist demnach in der Arithmetik der Lage ebensowenig im 
allgemeinen statthaft, wie die Division durch Null in der gewöhn- 
lichen Arithmetik. 

Beispiele. Schreibt man, wenn n eine Zahl ist, der Kürze 
wegen bez. 

n„ n;, n;s n,„ n;„ K 
flir n-l„ n-i;, n-i;', n-l,,, n-i;,, n-i;;. 
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so hat man z. B. 

13, + H, = 18 + 1„, 2;, + 2;; = 2„ 2;.3;' = 6„, 

12„.12„ = 144,„ 12„.12;,=.0; 
ferner ist 

j'-^'=(s+^)-(£-9)=(?-i+9-i)-(5-i-9-i) 
^(5-i'+^j')-(£-i'-9'i') = (£-i" + 9-i'0-(x-i"-9-n 

etc. 
Die Bedingungen, unter denen Punkte in Geraden liegen 
und Gerade durch Punkte gehen (vergl. p. 34 u. 35), lassen sich 
bei Anwendung der im Vorstehenden eingeführten Bezeichnung 
durch folgende Sätze ausdrücken: 
Ist 

aftti + bf6i + Ci'Cf = 0, 
so liegt : so geht 

derPunktPt inderGeraden/?i, | d. Ger ade /?i durch d. Punkt Pj, 

Pi ' -n 



p 99 99 U PVPU 9J 91 



99 V ~ö 99 99 » PVpb '99 99 -„ " ^ 99 -M'-M> 



und insbesondere 

der Punkt Pi^ in der Geraden — , 

P\ 

99 19 1 99 99 » PVPi9 

femer 

der Punkt Pi' in der Geraden j^j', 

» ?> -* i » » » pt • 



und insbesondere 

d. Gerade p^ durch d. Punkt -^*, 

femer 

d. Gerade /7i' durch d. Punkt Pf', 

Wi" P»" 



Der Punkt P liegt in der Geraden 1 (die Gerade p geht durch 
den Punkt 1), wenn 

P+P^ + p'= oder p +p' +;>"= 0; 

der Punkt Pi Hegt demnach in der Geraden /?f, und die Gerade 
Pi geht durch den Punkt Pj, wenn 

Pi-Pi + Pi'*Pi' + Pi".Pi"= oder p^pi +/?i'';?i' +K' •;>!"= 0. 

Jeder Punkt einer Nebenfläche (vergL. p. 33) kann aus 
einem Punkte der Hauptfläche, also aus einem Punkte, dessen 
Coefficienten in den Vorzeichen tibereinstimmen, durch pro- 
jectivisch- arithmetische Multiplication mit einer completen 
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Nebeneinheit abgeleitet werden; und das Entsprechende gilt 
von den Geraden der Nebencomplementflächen. Liegt nämlich 
der Punkt P in der Hauptfläche {ABCjq, also die Gerade p 
in der Hauptcomplementfläche {abc)^, so liegt 



der Punkt J-P in der Neben- 
fläche {ABCj^, 

der Punkt j'-P in der Neben- 
fläche {ABC)^, 

der Punkt i"-P in der Neben- 
fläche {ABC)^. 



die Gerade j[ • f in der Neben- 
complementfläche {abc\j 

die Gerade ]!'P in. der Neben- 
complementfläche {abc)^, 

die Gerade j["-j9 in der Neben- 
complementfläche {abc)^. 



Ebenso lassen sich alle Punkte, die bez. in der Geraden 
BC, CA, AB hegen (alle Geraden, die bez. durch den Punkt 
bcj ca, ab gehen) durch projectivisch- arithmetische Multi- 
pHcation mit einer Einheit aus einem in der Hauptfläche ge- 
legenen Punkte P (aus einer in der Hauptcomplementfläche ge- 
legenen Geraden p) ableiten. Liegt nämlich der Punkt P in 
der Hauptfläche (die Gerade p in ,der Hauptcomplementfläche), 
so Uegt 



der Punkt 1,»P in der Haupt- 
strecke {BC)q, 

der Punkt 1,' -Pin der Haupt- 
strecke {CA)q, 

der Punkt i;' -Pin der Haupt- 
strecke {AB)q, 

der Punkt J, • P in der Neben- 
strecke {BC\, 

der Punkt jj -Pin der Neben- 
strecke {CA\, 

der Punkt i'/ -Pin der Neben- 
strecke {AB\. 



die Gerade l,«;? in der Haupt- 
winkelfläche (äc)q, 

die Gerade IJ •/? in der Haupt- 
winkelfläche (Cfl)^, 

die Gerade V/ ^p in der Haupt- 
winkelfläche {ab)^, 

die Gerade i,»p in der Neben- 
winkelfläche {bc\, 

die Gerade jj • /> in der Neben- 
winkelfläche (ca)j, 

die Gerade jj' • p in der Neben- 
winkelfläche {ab)j. 



Endlich gehen alle Punkte (Geraden), die bez. mit dem 
Punkte A, B, C (mit der Geraden a, b, c) zusammenfallen, 
durch projectivisch-arithmetische MultipKcation aus dem Punkte 
P (aus der Geraden p) in der Weise hervor, dass 



der Punkt 1„*P mit dem 

Punkte A, d. i. 1,„ 

der Punkt V,rP mit dem 

Punkte By d. i. V„, 

Xoth, Die Arithmetik der Lage. 



die Gerade 1,,'P niit der 

Geraden a, d. i. 1,„ 

die Gerade V,rP niit der 

Geraden b, d. i. IJ,, 
5 
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der Punkt lii*P mit dem 



rr 



Punkte C, d. L i;;, 



die Gerade V/,»p mit der 

Geraden c, d i. IJJ, 



zusammenfällt. 

Das projectivisch- arithmetische Produkt eines Punktes 
(einer Geraden) der Hauptfläche (der Hauptcomplementfl'äche) 
mit einem anderen Punkte (einer anderen Geraden) der Ebene 
liegt, wie sich aus Vorstehendem ergiebt, mit dem letzteren 
in einer und derselben Dreiseitsfläche (mit der letzteren in 
einer und derselben Complementfläche), während das projec- 
ÜTisch-arithmetische Produkt von zwei Punkten (Geraden), die 
nicht derHauptfläche(derHauptcomplementfläche) angehören, mit 
keinem der beiden Factoren in einer und derselben Mäche 
{ABC)i (in einer und derselben Complementfläche {abc)i) liegt. 

Da ein Punkt (eine Gerade) in der Hauptfläche (in der 
Hauptcomplementfläche) liegt, wenn die drei Coefficienten in 
den Vorzeichen übereinstimmen, so müssen in dieser Fläche 
die projectivisch -arithmetischen Quadrate aller Punkte (aller 
Geraden) der Ebene liegen. Die Quadrate der vier, über die 
Hauptfläche und die drei Nebenflächen vertheilten Punkte 
P, i«P, i'»P, j"»P (der vier, über die Hauptcomplementfläche 
und die drei Nebencomplementflächen vertheilten Geraden 
Pf i'P} \*'Pj i"*p) feilen, weil die Quadrate p, \'\ \"^ der com- 
pleten Haupteinheit — der wirklichen Einheit — gleich sind, 
in den einen Punkt P^ (in die eine Gerade p^) zusammen. 
Femer fällt der Punkt P mit seinem Quadrate P^ zusammen, 
wenn er mit einer der sieben Haupteinheiten coincidirt, weil 
diese Einheiten mit ihren Quadraten identisch sind. Das Ent- 
sprechende gilt von der Geraden p. 

Liegen die Punkte P^, P^^ Pg, ..• in einer Geraden q, 
die durch eine singulare Einheit geht, so liegen die Punkte 
Pi^ Pa^ P3^ ... in einer Geraden r, die durch dieselbe Ein- 
heit geht. Denn geht die Gerade q z. B. durch die singulare 
Einheit 1„, so ist, wenn S einen Punkt bedeutet, der nicht 
mit \,f zusammenfällt, der Punkt Pt aus den Punkten 1„ und 
S»\, durch Addition (oder Subtraction) abgeleitet. Man hat 
demnach, wenn man unter jt euie Zahl versteht, 
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folglich 

weil l,f^ = 1„, 1,^ = 1,, 1,,- 1, = 0. Der Punkt Fi^ ist also aus 
den Punkten 1„ und S^* 1, durch Addition abgeleitet und liegt 
somit auf der Verbindungslinie r dieser Punkte. Die Grerade 
r fallt dann und nur dann mit der Geraden q zusammen, wenn 
der Punkt S*l, mit dem Punkte 5^-1,, d. h. wenn SA, mit 
einer Haupteinheit zusammenfallt. 

Liegen die Punkte Pp F^, F^, ... in einer Geraden q, 
die nicht durch eine singulare Einheit geht, so können unter 
den Punkten F^^, F^^, Pg^, ... nicht drei in einer und der- 
selben Geraden liegen. Denn sind Fi und Ft zwei nicht zu- 
sammenfallende Punkte der Geraden qy so ist ein beliebiger 
dritter Punkt derselben Geraden, wenn pi und pi Zahlen be- 
deuten, ausgedrückt durch 

pi.Fi + prFf 

und sein projectivisch-arithmetisches Quadrat 

pi^.Fi^ + 2.prp^.FrFt + pt^'Ft\ 

Die drei Punkte Pt^, PfPi, Ft^ liegen aber, wenn q nicht 
durch eine singulare Einheit geht, nicht in einer und derselben 
Geraden; denn wenn die Punkte Fi und Ft in der Geraden 
q liegen, so liegen (vergl. p. 64) 

die Punkte Pt^ ^ind PfPt in der Geraden ~, 

Pi 

Die Bedingung, dass diese beiden Geraden zusammenfallen, 
wird aber ausgedrückt durch 

1 = 1. 

Pi Pf 

Hieraus folgt, wenn keiner der Coefficienten von q den Werth 
NuU hat, oder, was dasselbe ist, wenn q durch keine singulare 
Einheit geht, 

1 = JL 

Pi~ pi^ 

was unter der Voraussetzung, dass die Punkte Pt und Ff und 

somit auch die Geraden pi und pi nicht zusammenfallen, nur 

5* 
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dann möglich ist, wenn Pt und Pf eine singulare oder eine 
und dieselbe binäre Einheit als Factor enthalten. In beiden 
Fällen müsste aber die Gerade q durch eine singulare Einheit 
gehen, was gegen die Voraussetzung wäre. Der Punkt p\^'Pi^ 
+ 2'pi'prPi'Pf + prPi^ ist also aus drei Punkten Pi^, Pf^ 
und PrPf, die nicht in einer und derselben Greraden liegen 
durch Addition abgeleitet und kann daher, wenn die Zahlen 
pt und pi von Null verschieden sind, nicht in die Verbindungs- 
linie der Punkte Pi^ und Pi^ fallen. 
Anmerkung. Die Determinante 

Pi Pi Pi' 



p, p,' p," 




P2 p^ p." 


oder 


Pz P.' Ps" 





P2 P2 p% 

P3 PtI P3" 

ist nach (3) eine Zahl, da sie durch Transmutation der Ein- 
heiten ihren Werth nicht ändert. Sie stimmt in ihrem Werthe 
mit der Determinante 



überein, wenn 



Ö3 63 C, 



atbtCi I =nPi(=pi). 



7. Variable Punkte und Grerade. Quadratische Bilder. 
Punktreihen und Strahlenhfischel erster und zweiter 
Ordnung. 

Denkt man sich die Lage eines Punktes V (einer Geraden v) 
in der Ebene stetig verändert, so wird hierdurch eine stetige Ver- 
änderung der Lage des Punktes V^ (der Geraden v 2) bedingt, weil 
sich von jedem Punkte von jeder Geraden das projectivisch- 
arithmetische Quadrat angeben lässt. Dasjenige Gebilde, welches 
von dem Punkte F^ (von der Geraden f;^) erzeugt wird, während 
der Punkt F(die Gerade ?;) ein gegebenes Gebilde durchläuft, 
soll das quadratische Punktbild (das quadratische Geradenbild) 
des letzteren genannt werden. 

"Wir beschränken uns im Folgenden auf die Betrachtung der- 
jenigen Fälle, in denen der Punkt V in einer festen Geraden /> 
verschoben (die Gerade v um einen festen Punkt P gedreht) wird, 
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also auf die Betrachtung des quadratischen Punktbildes eiaer 
Geraden p (des quadratischen Geradenbildes eines Punktes P). 
Das quadratische Punktbild der Geraden p soll durch /Z^,, 
das quadratische Geradenbild des Punktes P durch Up bezeich- 
net werden. 



Die Gesammtheit d. Punkte 
V V V 

die in einer und derselben 
Geraden p liegen, wird eine 
Punktreihe erster Ordnung 
genannt; jene Punkte heissen 
die Elemente der Punktreihe, 
und die Gerade p nennt man 
den Träger derselben. Unter 
dieser Voraussetzung bildet die 

Gesammtheit der Punkte 
r^2 y2 y2 

eine Punktreihe zweiter 
Ordnung. 

Wird nun ein Punkt V in 
der Geraden;? stetig verschoben, 
so erzeugt der Punkt V^ das 
quadratische Punktbüd up 
der Geraden p, den Träger der 
Punktreihe zweiter Ordnung 
in der Weise, dass der Punkt 
V^ successive mit den Punkten 
Fj^, V^^ Fg^, . . . zusammen- 
fällt, während der Punkt F bez. 
mit den Punkten V^jV^jV^,... 
coincidirt. Dieses Büd der 
Geraden;? ist aber, wie aus den 
in No. 6 angestellten Betrach- 
tungen erhellt, wenn p durch 
eiae singulare Einheit geht, 
eine durch dieselbe Einheit 
gehende Gerade; und insbeson- 



Die Gesammtheit d.Geraden 



^IJ ^2J ^3? 



die durch einen und denselben 
Punkt P gehen, wird ein 
Strahlenbüschel erster Ordnung 
genannt; jene Geraden heissen 
d. Elemente d. Strahlenbüschels, 
und den Punkt P nennt man 
den Träger desselben. Unter 
dieser Voraussetzung bildet die 
Gesammtheit der Geraden 



«^l^ «^2^ «^3^ 



ein Strahlenbüschel zweiter 
Ordnung. 

Wird nun eiae Gerade v um 
den Punkt P stetig gedreht, 
so erzeugt die Gerade v^ das 
quadratische Geradenbild up 
des Punktes P, den Träger des 
Strahlenbüschels zweit. Ordnung 
in der Weise, dass die Gerade 
v^ successive mit den Geraden 
v^% Vg^ Vg^, . . . zusammen- 
fällt, während die Gerade v bez. 
mit den Geraden Vj^j v^, v^,,,, 
coincidirt. Dieses Bild des 
Punktes P ist aber, wie aus den 
in No. 6 angestellten Betrach- 
tungen erhellt, wenn P in 
einer singulären Einheit liegt, 
ein in derselben Einheit lie- 
gender Punkt; und insbeson- 
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dere fallen die Punktbilder der 
sechs Geraden 1,,, V„, V/„ i„ j;, 
j", mit ihren Originalen zusam- 
men. Geht hingegen dieQ-erade p 
nicht durch eine singulare Ein- 
heit, so liegen, wie in No. 6 ge- 
zeigt wurde, nicht drei Elemente 
der Punktreihe zweiter Ord- 
nung in einer und derselben 
Geraden. Das quadratische 
Punktbild der Geraden p kann 
also in diesem Falle nicht eine 
Gerade sein. 

Es wird imPolgenden immer 
vorausgesetzt, dass die Gerade;? 
nicht durch eine singulare Ein- 
heit geht. 

Liegen die Punkte 
Fj , Fg , Fg , . . . in der Geraden/?, 
so liegen (vergL p. 64) die Punkte 
1^2 V 'V V •¥ in 

der Geraden — , die Punkte 



Vi 



T^2-^i, V^^ V,.V,, ...in 
der Geraden - , die Punkte 
K^Vi, V,.V,, F3^ ...in 
der Geraden — , 

etc. 
Die Geraden 
p p p 

. , , 7 • • • 

«^1 ^2 ^3 

in welchen, wie man sieht, nur 
je ein Element der Punktreihe 
zweiter Ordnung liegt, heissen 
die Tangenten an /7p in den 
Punkten V^\ V^\ V^% . . . 



dere fallen dieGeradenbilder der 
sechs Punkte 1,„ i;„ i;;, j|„ j' 
i", mit ihren Originalen zusam- 
men. Liegthingegen der Punkt P 
nicht in einer singulären Ein- 
heit, so gehen, wie in No. 6 ge- 
zeigt wurde, nicht dreiElemente 
des Strahlenbüschels zweitOrd- 
nung durch einen und denselben 
Punkt. Das quadratische Ge- 
radenbild des Punktes P kann 
also in diesem Falle nicht ein 
Punkt sein. 

Es vdrd im Folgenden immer 
vorausgesetzt, dass der Punkt P 
nicht in einer singulären Ein- 
heit hegt. 

Gehen die Geraden 
i?! , Vg , «3 , . » . durch detf Punkt P, 
so gehen (vrgl. p. 64) die Geraden 

Vj^, v^^v^y ^1*^3? ••• durch 
p 
den Punkt ^7^, die Geraden 

^2'^i> ^2^> V^3? • • • durch 

P 
den Punkt ^7^, die Geraden 

^2 

^3*^1 > V^2? ^3^> • • • durch 

p 
den Punkt ^^ > 

etc. 
Die Punkte 

P. P. P. 

durch welche, wie man sieht, nur 
je 1 Element d. Strahlenbüschels 
zweiter Ordnung geht , heissen 
d. Berührungspunkte v. Ilp 
mit den Geraden v^% v^\ v^^, . . . 
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Der Durchschnittspunkt von 
Äwei Tangenten 

Vi Vf 

ist, wie unmittelbar aus dem 
Obigen hervorgeht 

Vi . Vf. 

Für - kann übrigens nach (2) 

in No. 6 auch p*vi* • V gesetzt 
werden. 

Wir betrachten zunächst die quadratischen Punktbilder der 
Geraden (Q-eradenbilder der Punkte) 1, j, j', j", der completen 
Linieneinheiten (Punkteinheiten). 

Man erkennt sofort, dass diese vier Punktbilder (Geraden- 
bilder) identisch sind ; 



Die Verbindungslinie von 
zwei Berührungspunkten 

ist, wie unmittelbar aus dem 
Obigen hervorgeht 

Vi • Vf. 

p 
Für ^kann übrigens nach (2) 

in No.6 auch P. Fi'. Fj" gesetzt 
werden. 



denn liegt der Punkt V iu der 
Geraden 1, so liegt 

der Punkt j[ • F in d. Geraden j, 






» 

» 









t". F t 

(vergl. p.64). Verschiebt sichF 
in der Geraden 1 von j, über \', 
und jj' bis j,, so verschiebt sich 

der Punkt J • Fin der Geraden 
\ von j, über \\ und \\* bis \, , 

der Punkt j' • Fin der Geraden 
i' von 1, über jj und IJ'bis 1„ 

der Punkt !"• Fin der Geraden 
j|"von 1, über i; und j'/bis 1,. 

Hierbei verschieben sich aber 
die projectivisch-arithmetischen 
Quadrate der vier Punkte F, 
!• F, j' • F, i" . F, die in den 
einen Punkt V^ zusammen- 
fallen, in dem Träger IIp-^ der 



denn geht die Gerade v durch den 
Punkt 1, so geht 

d. Gerade \ • v durch d. Punkt j, 



i'-» 



>j 



i', 



;// 



» >? \ ^ » >? 
j> >? I • ^ ?) j) >? I 
(vergl. p. 64). Dreht sich v 
um den Punkt 1 von j, über j', 
und i'/ bis j,, so dreht sich 

die Gerade j • v um den Punkt 
i von j, über \\ und V/ bis j„ 

die Gerade j|' • v um den Punkt 
j' von 1, über jj und i;'bis 1„ 

die Gerade j" • ü um den Punkt 
j" von 1, über IJund jj'bis 1,. 

Hierbei wälzen sich aber 
die projectivisch-arithmetischen 
Quadrate der vier Geraden v, 
l^v, ]!*Vy j"*v, die in die 
eine Gerade v^ zusammen- 
fallen, um den Träger I7p-:i des 
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Punktreihe zweiter Ordnung 
von 1, über IJ und V/ bis 1,. 



Strahlenbüschels zweit»Ordnung 
von 1, über i; und 1," bis 1,. 



Die einfachste Construction der Punktreihe zweiter Ordnung 
und der Tangenten ihres Trägers (des Strahlenbüschels zweiter 
Ordnung und der Berührungspunkte seines Trägers) ergiebt sich 
in dem vorliegenden Falle aus der p. 57 mitgetheilten Construction 
des projectivisch- arithmetischen Quadrates. Wenn nämlich 



der Punkt 

in der Geraden 

j oder i' oder jj" 



die Gerade 

durch den Punkt 

i oder i' oder j" 
geht, 



liegt, 

so hat man (vergl. p, 35) bezügl. 

- ? + 9 + J = oder j — ^ + j = oder E + 9 ~ S = 0, 
und in den Formeln (p. 57) 



E-(9 + 5) 9' f I 



f t)'{i + i) s^l = 



f 9' J-(E + ^)I = 



wird 



?9J 
011 

101 

1 10 



on 

EOj 



E • (9 + J) = E' oder ^ • (j + ?) = 9« oder j. (j + ^) = j*. 
Man erhält somit, wenn der Punkt V in der Geraden j oder 
j' oder \" liegt, indem man der eingefllhrten Bezeichnung gemäss 

I 11 1 = i„ 1 1 1 1 = i;, 1 11 I = i;s 

|09 jl ^i.-f'jEO ji =i;.F, |E9 oi = i;'-»^ 

setzt, den Punkt V^ (Fig. 17 oder Fig. 18 S. 73 u. 74.) 

als Durchschnittspunkt der Verbiadungslinie von Fund 1, mit der 

Verbindungslinie von IJ • Fund V/ • Foder 

als Durchschnittspunkt der Verbindungslinie von Fund i; mit der 

Verbindungslinie von 1" • Fund 1,- Foder 

als Durchschnittspunkt der Verbindungslinie von Fund 1}' mit der 

Verbindungslinie von 1, • Fund V,*V, 

Durch projectivisch-geometrische Multiplication ergiebt sich 
femer nach (1) in No. 6 (p. 59) 



(i;. K)(i;'. F)=iT".r', {IT- V '1.- r = r-r-.r. 

(i,.n(i:.r) = r.r".c, 

WO nach (2) in Xo. 6 

• V « 

i-i7".i7'^i, i'.r".r'^-. i".r".r'=^ 
r r r 

ist, so dass man V^ als das projectiTisch- geometrische Proinkt 

ri'-t oder Fl; J^ oder J^l;' ^- 

V V r 

i i' i" 

erhält. Die Gerade — oder — oder —.Ton welcher bez. d;«r Gerade 

r r r 

V\f oder V\\ oder FlJ' in dem Punkte V- geschritten wiri. ist 
nach p. 70 die Tangente Tom Trager der Punktreihe zweit^-rOri- 
nung im Punkte F-. 




flff. 17. 



Offenbar lasst sich diese Construction der Punktreihe zweiter 
Ordnung und der Tangenten ihres Trägers in der Weise aus- 
führen, dass nur Punkte der Hauptfläche benutzt werden; denn 
der Punkt F« (Kg. 19, S. 75) durchlauft aJle Punkte von n^^, 
wenn sich F innerhalb der Hauptfläche in der Geraden 
i von V, bis 1", hierauf in der Geraden |' von \" bis \, und hierauf 
in der Geraden j|" von \, bis V/ bewegt. 
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Das Analoge gilt von der Construction der Elemente v' des 
Strahlenbüschels zweiter Ordnxmg und der Berührungspunkte 
seines Trägers, wenn v durch den Punkt j oder \' oder \" geht. 




Hg. 18. 

Es lässt sich zeigen, dass die Tangenten von Z]^=i ein Strahlen- 
büschel zweiter Ordnung und die Berührungspunkte von IIp=t^iae 
Punktreihe zweiter Ordnung bilden. Man hat nämlich 

i„ + i;, + i;;=i, + i; + i;', 

femer, da 

ist, wenn der Punkt (die Gerade) | j ^ j | in der Geraden 1 liegt 
(durch den Punkt 1 geht), 

E.i„ + 9.i;,+ä.i;; = -(9+s).i„- (ä+j).i;,- (e+9)-1|; 

= -E.(i;,+i;;) - ^.(i;; + i„) - j.(i„ + i;,) 
=£.!, + 9.1; + j.i;S 

eM„+9^.i;,+s«.i;; — £-(9+8)-i,-9-ö+e)-i;-j-(e+9)-i" 

= -9-i-(i;,+i")-i-E-(ii;+U-K-9-a/+i«) 

=--i,+-J-- 1; +--1I'. 

E 9 J 



J > 



In ähnlicher Weise findet man 

1„ + l'„ + 1;; = i + j' + 

f.i,, + t)-i'„ + j.i;; = E-j + 1)'\' + j-i", 
^•i.+vi;,+4-i"=E'-i+9'-j'+s*-i"- 

4 9 8 
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Wird also ein neues JFundamentaldreieck, dessen Eckpunkte 
1,, i;, l;' und dessen Seiten folglich jj, f, j[" sind, an Stelle 
des ursprünglichen, dessen Seiten und Eckpunkte die Bezeich- 
nung 1,„ i;„ i;; tragen, gewählt, so erscheinen die Elemente 
^l^ ^2^9 ^s^ • • • ^®r Punktreihe zweiter Ordnung als Be- 
rührungspunkte des Trägers und die Tangenten —,—,--,... 

^1 ^2 ^S 

in diesen Punkten als die Elemente eines Strahlenbüschels 
zweiter Ordnung; und nimmt man das Dreieck, dessen Seiten 
1,, i;, r/ und dessen Eckpunkte demnach j[, j', j" sind, als 




Fig. 19. 

Pundamentaldreieck, so gehen die Elemente v^% v^^, Vg^,... 
des Strahlenbüschels zweiter Ordnung in die Tangenten des 

Trägers, die Berührungspunkte -^, -^, -pr,... in die Ele- 

mente einer Punktreihe zweiter Ordnung über. Die quadrati- 
schen Bilder lZp=i und IIp=i sind also nur hinsichtlich ihrer 
Lage zum Pundamentaldreiecke von einander verschieden. Sie 
fahren den gemeinschaftlichen Namen „Kegelschnitt". Die 

Geraden — und v^ und die Punkte -^^ und V^ werden bez. 

die Tangenten und die Berührungspunkte der Kegelschnitte 
/7p -1 und i7p=:i genannt 
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Fällt die Gerade /?, der Träger der Punktreihe erster 
Ordnung nicht mit einer completen Einheit zusammen, so lässt 
sich dennoch die Construction der Punkte V^ und der Tan- 
genten — in einer Weise ausführen, welche mit der fiir ;? = 1 

mitgetheilten übereinstimmt, vorausgesetzt, dass die Gerade p 
nicht durch eine singulare Einheit geht. Die drei Geraden 
l„, V„, 1|; werden nämlich von der Geraden p in den Punkten 



r 

\> 
P' 


i; 

P' 


p 


geschnitten, deren Qnadrate 

1, 

p2> 


i; 

jp2? 


p^ 


bez. in den drei Geraden 


i;,, 


1" 
'■II 



liegen, die nach p. 70 zugleich Tangenten an Ilp in diesen 
Quadraten sind. Diese Punkte und die in ihren Verbindungs- 
linien 

vp^ \''P% i"-;^' 

Hegenden Punkte lassen sich nun zur Construction der Punkte 

V^ und der Tangenten — in derselben "Weise benutzen, wie 

die Punkte 1,, IJ, V/ und die übrigen in den Geraden j, j; j|" 
gelegenen Punkte in dem Falle, wo p gleich 1 ist. Denn die 
beiden Geraden, welche einen behebigen, in der Geraden yp^ 
angenommenen Punkt mit den Punkten IJ, und V/, verbinden, 
treffen die Geraden V„ und i;j in zwei Punkten, deren Ver- 

bindungslinie eine Tangente — an Ilp ist. Der Durchschnitts- 
punkt dieser Tangente mit der Geraden, welche jenen beliebig 

angenommenen Punkt mit dem Punkte ^ verbindet, ist aber 

der Punkt VI 

Die Richtigkeit dieser Behauptung erkennt man auf fol- 
gende Weise: 

Die Geraden V„ und IJJ, welche nach p. 70 die Tangen- 

1' 1" 

ten an ilj, in den Punkten -^ und ^ sind, werden nach 
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li 



p. 71 von der Tangente im Punkte V^ in den Punkten F«^ 

i" 
und F«^ geschnitten. Diese Punkte erhält man aber mit 

Hilfe des Punktes F« ^ auf die angegebene Weise, indem man 

diesen Punkt in der Geraden \'p^ beliebig annimmt, was 
mit der Voraussetzung, nach welcher der Punkt F in der Ge- 
raden p Kegt (vergl, p. 64), übereinstimmt. 

Dass die auf diese Weise gefundene Tangente — von der 

Verbindungslinie der Punkte 

im Punkte F^ getroffen wird, oder, was dasselbe ist, da man 

weiss, dass der Punkt F^ in der Geraden — liegt, dass die 

Geraden 

IlZA und -^F2 

zusammenfallen, lässt sich durch projectivisch- geometrische 
Multiplication zeigen. Man hat nämlich nach (1) in No. 6, 

wenn man noch berücksichtigt, dass sich jo'«j9" von — nur 

durch einen Coefficienten unterscheidet. 

Diese beiden Geraden unterscheiden sich also nur durch den 
Factor (t^ •/?)'•!'/ — (v •/?)"•][; von einander.' Es lässt sich aber 
zeigen, dass dieser Factor eine Zahl ist. Bezeichnet man 
nämlich den Werth desselben durch n, so hat man 

n = 



{v^pY {v^py 




(r»jo)' —vp 


i; il' 
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wie sich ergiebt, wenn man in der ersten Determinante die 
erste Vertikalreihe zur zweiten addirt und die Gleichungen 

i, + i; + i;'= o, v.p + v^.p' + 1;".^"= o, 

von denen die zweite ausdrückt, dass der Punkt V in der Ge- 
raden p hegt (vergl. p. 64), berücksichtigt. Da nun 



n' = 



i;' -i; 



= n, 



so ist n nach (3) in No. 6 eine Zahl, und die beiden Verbin- 
dungslinien fallen (nach p. 26) zusammen, was zu beweisen war. 

Es ist somit gezeigt worden, dass das quadratische Punkt- 
bild einer Geraden p, die nicht durch eine singulare Einheit 
geht, sich vom quadratischen Punktbilde der Geraden 1 nur 
durch die Lage zu seinem Originale unterscheidet, da seine 
Punkte durch die nämliche Construction erzeugt werden. Das 
Entsprechende gilt offenbar vom quadratischen Geradenbilde 
des Punktes P. Beide Bilder sind demnach als Kegelschnitte 
zu bezeichnen, wenn die quadratischen Bilder der Geraden und 
des Punktes 1 als solche bezeichnet werden; und bei allen 
Untersuchungen, in denen nur ein Kegelschnitt in Betracht 
kommt, kann dieser ohne Beschränkung der Allgemeinheit nach 
Beheben als i7p_i oder als /7p =i gedacht werden. 

Bemerkenswerth ist der besondere Fall, in welchem die 
Gerade p durch den Punkt 1 geht. Hier ist dieser Punkt 
dem quadratischen Bilde der Geraden p und seinem Originale 
gemeinschaftlich, und das Original ist die Tangente seines 
quadratischen Bildes im Punkte 1. Der Durchschnittspunkt 
der Tangente in einem beHebigen anderen Punkte V^ mit der 
Geraden p ist aber in diesem Falle der Punkt V oder, was 
dasselbe ist, die Verbindungslinie eines beliebigen Punktes V 
der Geraden p mit seinem projectivisch-arithmetischen Quadrate 
fällt mit der Tangente von IIp im Punkte V^ zusammen. Der 
Punkt V lässt sich in diesem Falle, wenn Q ein Punkt der 
Geraden p und j eine Zahl bedeutet, durch Q + i ausdrücken, 
weil sich alle Werthe von V durch Addition und Subtraction 
aus dem Punkte Q und dem Pimkte 1 oder eines Vielfachen 
desselben ableiten lassen. Das Entsprechende gilt von dem 
quadratischen Geradenbilde eines Punktes P, der in der Ge- 
raden 1 liegt. 
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Der Punkt (die Gerade) | £ ^ J | liegt in der Geraden (geht 
durch den Punkt) 1, wenn 

und der Punkt (die Gerade) | j^ t)^ j^ | liegt in der Geraden 
(geht durch den Punkt) | u t) tP | , wenn 

Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich, wenn man die 
beiden Werthe von £, \), 5, die ihnen genügen, bez. durch j^ 
und I29 ^i^iid^2> äi^^^^fe bezeichnet: 



S2- 

Er 

fe- 
il- 

wo 



El 9i äi 
E2 ^2 h 
El 9i Ji 
E2 ^2 äa 
El ^1 Ji 
E2 ^2 h 



ty + to 

-XD — Vx 
-to + VF 
~ t) + Vr 
- t) - Vx 



-to + VF 

- to-Vr 
to + u 

- u-l/r_ 

- tt + Vr 



-t)-l/r_ 
-ö + Vr 
-u + VF 
-u-Vr 
u + ö 
tt + t) 



r = ~t)-nj — to-u — u-t). 



Es ist demnach 

ff 

u t) tö I die Verbindungslinie 
von zwei wirklichen (reellen) 
Elementen der Punktreihe 
zweiter Ordnung, wenn r eine 
positive Zahl ist. Ist iusbe- 
sondere r eine Quadratzahl, so 
gehören diese Punkte dem geo- 
metrischen Netze der Ebene 
an, wenn | uö to | demselben 
angehört, und können mit Hilfe 
des Lineals gefanden werden. 
Die Gerade | tt t) to | wird 
Tangente von i7p = i, wenn 
r verschwindet. Wenn aber die 
Zahl r negativ, also Vx imagi- 
när ist^ so kann | u t) tP | nicht 
Verbiadungslinie von zwei 
reellen Elementen der Pünkt- 
reihe zweiter Ordnung 
sein. 



u t) to I der Durchschnittspunkt 
von zwei wirkUchen (reellen) 
Elementen des Strahlenbtischels 
zweiter Ordnung, wenn r eiae 
positive Zahl ist. Ist insbe- 
sondere r eine Quadratzahl, so 
gehören diese Geraden dem geo- 
metrischen Netze der Ebene 
an, wenn | tt t) to | demselben 
angehört, und können mit Hilfe 
des Lineals gefunden werden. 
Der Punkt | uü to | wird Be- 
rührungspunkt von IIp= 1 , wenn 
r verschwindet. Wenn aber die 
Zahl r negativ, also VFimagi- 
när ist, so kann | u t) Ui^ | nicht 
Durchschnittspunkt von zwei 
reellen Elementen des Strah- 
lenbüschels zweiter Ordnung 
sein. 



— se- 
ist QR eine beliebige Gerade der Ebene, und bedeuten 
q und r Zahlen, so sind 

Qj q*Q + r.Ä, R, q*Q — r-Ä 
vier Elemente der Punktreihe erster Ordnung, deren Träger 
die Gerade QR ist. Die beiden Punkte Q und R werden 
durch die beiden Punkte (\'Q + x.R und Q.q — t'Ä harmo- 
nisch getrennt (vergl. p. 32). Die Punkte (Fig. 20) 

Q^ (q•Q + r•i^)^ Ä^ (q-Q-r-Ä)2 
bilden dann vier Elemente der Punktreihe zweiter Ordnung, 
deren Träger das quadratische Punktbild der Geraden QR ist. 



tf^H^-^r^.M^ 




Fig. 20. 

Der Durchschnittspunkt der Tangenten dieses Kegelschnittes 
in den Punkten Q^ und R^ ist Q^R (vergl. p. 71); der Durch- 
schnittspunkt der Tangenten in den Punkten (q^Q + r«Ä)^ 
und (q-Q — r*Ä)^ ist aber 

(q- Q + r-i?)-(q* Q - x-R) = q^* Q^ - r^-M 
Da nun 

(q«Q-|-r-Ä)2-(q.Q-r.Ä)'=2.q.fQ-Ä=Q.i?, 

so folgt, dass für alle Werthe von q und r die Verbindungs- 
linie der Punkte (q* Q -f- x*R)^ und (q» Q — x*R)^ den Durch- 
schnittspunkt Q*R der Tangenten in Q^ und R^ trifft. Da 
femer 

(q. Q + r-i?)2+ (q. Q - fÄ)«^ q». QH ^2.^2^ 

so wird die Verbindungslinie der Punkte (q«Q + r«Ä)^ und 
(q«Q — r«-R)2 von der Geraden Q^R^ in dem Punkte q^-Q^ 



I 
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+ x^*R^ geschnitten. Dieser Punkt wird aber von dem Punkte 
qa.Q2_^.2.^2 durch die Punkte Q* und Ä*, von dem Punkte 
Q.Ä durch die Punkte (q*Q + r-Ä)2 und (q.Q-r-i?)^ har- 
monisch getrennt; denn durch Addition der Punkte q^» Q*+r^-Ä^ 
und q^-Q^ — r^'Ä^ erhält man den Punkt 2»q*«Q^, der mit 
Q^, durch Subtraction den Punkt 2«r'»Ä^ der mit Ä^ zusam- 
menfällt; durch Addition der Punkte (q*Q + r*Ä)^ und (q.Q 
— r-Ä)^ erhält man den Punkt q*- Q^ + r^-Ä^ durch Subtrac- 
tion den mit Q*R zusammenfallenden Punkt 2»q-r»Q»Ä. 

Sind qi • Q + ti • Ä und qa • Q + tg • Ä zwei beliebige Punkte 
der Geraden QÄ, also 

(q,.Q + x,'R)% (qi-Q - x,'R)\ (q^-Q + r2.Ä)^ (qa- Q -t^-Ä)« 

vier Punkte des Kegelschnittes Ilgsi so treffen sich die Ge- 
raden 

(qi-Q+ri.Ä)^qi.Q-ri-Ä)2 und {c^^'Q+t^'R)^{q^'Q-t^'R)^ 

wie soeben gezeigt wurde, in dem Punkte Q'R, Die beiden 
Geraden 

(q,.Q + ri.Ä)2(q2.Q-ra-Ä)«und Q^R^ 

schneiden sich aber in dem Punkte 

denn man hat 

q2-^2-(qrQ + ri-Ä)' + qi-ri-(qa-Q-ra-i2)^ 

=(qr^2+q2-^i)-(qrq2-Q'+rr^2-^') = qrq2-Q'+ri-r2-Ä2. 

In diesem Punkte schneiden sich aber auch — wie man sofort 
erkennt, wenn die Indices 1 und 2 mit einander vertauscht 
werden — die beiden Geraden 

(qa.Q + ra-Ä)Mqi-Q-ti.Ä)2und Q^R^ 

oder, was dasselbe ist, die drei Geraden 

(qx • Q+ti •Ä)*(qa • Q-^-RY, (q« • Q+r, •Ä)% • Q-t,'R)^ Q^R^ 

schneiden sich in einem und demselben Punkte, dem Punkte 
qj-qa'Q^ + ti-ra'Ä^. Ebenso findet man, dass die drei Ge- 
raden 

(qx-Q+ri-Ä)2(qa-Q+ra-Ä)S (q,•Q--tl.i^)2(qa.Q-ra.i^)^ Q'R^ 
sich im Punkte qi • qa • Q^ — tj • tg • R^ schneiden. 

Noth» Die Arithmetik der Lage. 6 
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Natürlich gilt das Analoge, wenn man die Punkte Q und 
R durch die Geraden q und r ersetzt und das quadratische 
Geradenbild des Punktes qr^ den Kegelschnitt /7gr betrachtet. 

Den Punkt Q'R und die Gerade Q^R^ (die Gerade q^r 
und den Punkt q^r^ bezeichnet man in Bezug auf den Kegel- 
schnitt Uqb (den Kegelschnitt Ilqr) als Pol und Polare (als 
Polare und Pol). 

Man erhält die einfachsten Ausdrücke für Pol und Polare 
eines gegebenen Kegelschnittes, wenn man denselben, was ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit geschehen kann. 



als das quadratische Punkt- 
bild der Geraden 1 betrachtet 
Die Verbindungslinie (vergl. 

(1) in No. 6) Q2jrj2^^2yy.^2y 

• (gr",r' + g^'-r") von zwei be- 
liebigen Elementen Q^ und R^ 
der Punktreihe zweiter 

Ordnung fällt hier mit der 
Geraden g'" • r' + g'' • r" zu- 
sammen, weil nach Voraus- 
setzung 



als das quadratische Geraden- 
bild des Punktes 1 betrachtet. 
Der Durchschnittspunkt (vergL 
(1) in No. 6) 9^2= Q2".Ä2' 

- Q2/.722// ^ (Q".i?'-.Q'.Ä") 

.(Q".Ä'+ Q'.Ä") von zwei be- 
liebigen Elementen q^ und r^ 
des Strahlenbüschels zweiter 
Ordnung fällt hier mit dem 
Punkte Q" . Ä' + Q' . Ä" zu- 
sammen, weil nach Voraus- 
setzung 



Setzt man nun 

q^^.r^ + ^'.r" = s, Q'^R* + Q'^R" ^ S, 
so ergiebt sich durch Transmutation (vergl. p. 59) 

^ . r" -h 9" • r = ä', Q-ä" + Q".Ä = S\ 
q^ . r + q-r' = 5", Q'-Ä + Q*R ^S*', 
und hieraus durch Addition 

q.{r' + r") + r^{q' + ?") = «' + 5", 

Q.(Ä' + Ä'O -H Ä.(Q' + Q") = Ä' + S". 

Da aber die Punkte Q und R in der Geraden 1 liegen (die 
Geraden q und r durch den Punkt 1 gehen), so haben die 
Ausdrücke q + q*+ 9", r + r*+ r", Q+Q!+ Q", Ä + i2' -H i«'^ 
den Werth Null (vergl. p. 64), und es ergiebt sich 
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Bezeichnet man also 

eine Gerade , welche 

zwei Elemente der Punkt- 
reihe zweiter Ordnung verbin- 
det, durch 5, so trägt ihr 
Pol die Bezeichnung 

S' + S" 

oder auch Ä — f, 



Q.R=S'+ S". 

einen Punkt, in welchem sich 
zwei Elemente des Strahlen- 
büschels zweit. Ordnung schnei- 
den, durch S, so trägt seine 
Polare die Bezeichnung 

s' + s" 

oder auch ä •— f , 



wenn man unter f die Zahl (vergl. (2) in No. 6) S + S' + S" 
oder, was dasselbe ist, die Zahl ^ -|- ä' + s" versteht. Die Zahl 
f hat den Werth Null, und es ist daher S'+S"= S, s'+s'' = s, 
wenn die Gerade s durch den Punkt 1 geht (wenn der Punkt 
S in der Geraden 1 liegt). 

In dem besonderen Falle, wo 
die Gerade s mit ü'.ü", also der Punkt S mit F'»F", also 



mit der Tangente im 
Punkte V^ zusammenfällt, hat 
man für den Pol Ä' 4- Ä" 
= p/. v+ V' F''= F- ( F-H F") 
= -F2. Der Pol der Tan- 
gente eines Kegelschnittes 
ist demnach sein Berührungs- 
punkt mit dieser Tangente. 



mit dem Berührungspunkte der 
Geraden v^ zusammenfällt, hat 
man für die Polare 5' + ä" 
= v"*r + v»ü' = v»(ü' 4" ^") 
= — v\ Die Polare des Berüh- 
rungspunktes eines Kegelschnit- 
tes ist demnach seine Tangente 
in diesem Berührungspunkte. 



Die Begriffe von Pol und Polare werden nun in der 
Weise erweitert, dass man in Bezug auf den Kegelschnitt 



Z7j,=:i jede. beliebige Gerade 
^ in der Ebene, auch wenn 
dieselbe nicht die Verbin- 
dungslinie von zwei reellen 
Elementen (vergl. p. 79) der 
Punktreihe zweiter Ordnung 
ist, als Polare und den Punkt 
Ä'+Ä" (oder S-f) als den zu- 
gehörigen Pol bezeichnet. 



ilp=i jedenbeliebigenPunkt 
S in der Ebene, auch wenn 
derselbe nicht der Durch- 
schnittspunkt von zwei reellen 
Elementen (vergl. p. 79) des 
Strahlenbüschels zweiter Ord- 
nungist, als Pol und die Gerade 
5' + ä" (oder Ä — f ) als die zu- 
gehörige. Polare bezeichnet. 

* 6* 
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Gehen die drei Geraden s^, s^, s^ durch einen und den- 
selben Punkt, so liegen ihre Pole — in Bezug auf den Kegel- 
schnitt 77^=1 — also die Punkte Ä^'H- Sj", «3'+ «2", S^'+S^'' 
in einer und derselben Geraden; denn man hat in diesem Falle, 
wenn S^, gg? 83 Zahlen bedeuten 

und erhält durch Transmutation 

und hieraus durch Addition 

folglich auch 

2i-(*Si' + ^Si") + 8AS2' + «2") +83 -(«3' + «'s") = 0. 

Durch diese Gleichung wird aber ausgedrückt, dass die Punkte 
Si' + iSi" in einer und derselben Geraden liegen. Bezeichnet 
man diese Gerade durch t, so hat man nach (1) in Nr. 6 

t={St^+ Ät'O {Si' + >Si") = {st + 5tO . (^i" + si) - (^i" + si) . {s, + st^) 
und erhält durch Transmutation 

f = {st' + 5t") -(^i + ^lO - (^ + *iO- W + ^1% 

^'- W + ^f)-(V + VO - (^t'+^t")- W + si) 

und hieraus durch Addition 

^ + ^' = (V + 5f")-(«i' - VO - W - «i")-(*i' + ^i") 

= 2.(5i".5i' - V-O = 2.SrSi, 
folglich 

T^+T'' = sisi. 

Der Durchschnittspunkt der drei Geraden s^, s.^, s^ fällt also 
mit dem Punkte T' + T" zusammen und ist demnach der Pol 
von jener mit t bezeichneten Geraden, oder, was dasselbe ist: 
Dreht sich eine beliebige Gerade in der Ebene um einen 
festen Punkt, so verschiebt sich ihr Pol in einer festen Ge- 
raden, der Polaren jenes Punktes. In gleicher Weise gelangt 
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man zu dem Satze: Verschiebt sich ein beliebiger Punkt in 
einer festen Geraden der Ebene, so dreht sich seine Polare 
um einen festen Punkt, den Pol jener Geraden. 

Bedeuten V^^ Fj^, F^^, F„2 vier beliebige Elemente einer 
Pimktreihe zweiter Ordnung, deren Träger als quadratisches 
Punktbild der Geraden 1 betrachtet wird, so lässt sich der 
Durchschnittspunkt ( V^ V^ ( F^^ Fr^) der beiden Geraden 
Ft^Fi^ und Fnt^Fn^ durch die Determinante 



Ft'. Fi4- Ff Fi' 
Fi.Fi"+Fi".Fi 



F„'. F„ + F^. F„' 
F„i-F„"+F„,".F„ 



ausdrücken, weil nach p. 82 

Fi3Fi2 = i;i".ri' + ri'.ri" 
und nach (1) in No. 6 (p. 59) 



fq^ 



P' Q 



(F,2Ft2)(F„t2F„2)^ 



Addirt man in der Determinante, die den Ausdruck für jenen 
Durchschnittspunkt bildet, die erste Zeile zur zweiten, so er- 
giebt sich, da (vergl. p. 64) 

Ft' + Fl" = - F„ Fi' + Fl" = - Fj, V^' + F„" = -- F«,, 

F„' + F„" = - Fn 

ist, weil die Punkte Ff,... in der Geraden 1 liegen, 

Ft'- Fi+ Fr Fi' Vr^^V^+V^^Vr,* 
Fr Fi F„. F« 

= (Fr V^^-Vi^. F„). Fn. Fi- (F«. Fi'- F«'. Fi). Vi. F„,. 

Die Ausdrücke V^Vr^'^ Fi'. F^ und F„.Fi'- F„'. Fi, 
durch welche (nach p. 59) die Produkte ri" Vm" und r„" »i" dar- 
gestellt werden, sind aber Zahlen, weil die Punkte Fi, Fi. 
Fto, F„ und somit auch die Punkte Fi", Fi", F„,", F„" nach 
Voraussetzung in der Geraden 1 liegen. Bezeichnet man diese 
Zahlen bez. durch üf^ und t)ni; so ist 

(Fi2Fa(F«2F„2) = t)im- F„. Fl -.t)„i. Vi. F„. 
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Vertauscht man hier f mit I, so erhält man einen Punkt, der 
sich von diesem nur durch das Vorzeichen unterscheidet. Man 
hat daher 

Der Punkt ( Vf^ Vi^) ( F5„^ F„2) liegt also einerseits mit den 
Punkten F„« FJ und Vy F^, anderseits mit den Punkten FJ,- Vt 
und Fp F» in einer und derselben Geraden. 

Bedeuten nun 

F2 V2 Y% Y2 y2 Y2 

sechs beliebige Elemente der Punktreihe zweiter Ordnung, so 
hat man 

Multiplicirt man diese Ausdrücke bez. mit den Zahlen ögg, ' 

t)g29 1)]4, so erhält man die Bezeichnungen 1 

Ö62'Ö3e' ^r ^4 — Öß2*^14- ^3* ^6» • 

Ö14*^62* ^3* ^6 — Öl4*Ö3e' ^6* ^2> 

deren Summe identisch verschwindet. Die drei Punkte 
{V,^V,^{V,W,% {V,W,^{V,W,% {V,^V,^{V,>V,^) liegen 
somit in einer und derselben Geraden. 

Betrachtet man die Punkte 

Y2 y2 y2 Y2 y2 y2 

als die aufeinanderfolgenden Eckpunkte eines einfachen Sechs- 
eckes, so sind die Geraden 



Y2y2 Y^V^ Y^V^ Y^V^ Y^V^ Y^V^ i 

als aufeinanderfolgende Seiten, die Geraden 
V^W^'' und V^W^S V^W^ und Fg^F^S F^^Fe» und V^W^^ 

als einander gegenüberliegende Seiten dieses Sechseckes zu be- 
zeichnen, und es ergiebt sich der Satz: 



1 

i 
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Die drei Punkte, in denen sich die gegenüberliegenden 
Seiten eines einfachen Sechseckes, dessen Eckpunkte Elemente 
einer Punktreihe zweiter Ordnung sind, schneiden, liegen in 
einer und derselben Geraden. 

Ein solches Sechseck wird bekanntlich als PascaFsches 
Sechseck und die Gerade, in welcher jene drei Durchschnitts- 
punkte liegen, als Pascal'sche Gerade bezeichnet. 

Man erkennt sofort, dass auch die beiden Sechsecke, in 
denen 

F2 F2 V^ F2 F2 F2 lind V^ V^ V^ F^F» F» 

als aufeinanderfolgende Eckpunkte und somit im ersteren die 
Geraden 

V,W^^ und V^W^\ V^^V^^ und V^W^S V^^V^ und V^^V^\ 
im letzteren die Geraden 



V^W^ und V^^V^^, V^^V^^ und V^^V^^, V^W^^ und V^V^ 



2 



8 



als einander gegenüberliegende Seiten betrachtet werden, Pas- 
cal'sche Sechsecke sind. Denn diese beiden Sechsecke gehen 
aus dem zuerst betrachteten dadurch hervor, dass man die 
Indices 2, 4, 6 unverändert lässt und die Indices 1, 3, 5 cyklisch 
verschiebt, oder, was dasselbe ist, dadurch, dass man die In- 
dices 2, 4, 6 verschiebt und die Indices 1, 3, 5 in ihrer Stel- 
lung lässt. Man erhält auf diese Weise zuerst: 

• (^1^ V)( W) = Ö12- n- ^6 - ^66- ^1- ^2, 

( V^4')(n' V) = Ö56- n- ^4 " Ö34- Fi- Fe, 
sodann: 

(Fi^r.^CFe^F.^ = ttie- F.. F, - ö,,. F,. F,, 

(Fj2F,»)(F,«F3^ = tj,,. F3. F, - Ö3,. Fg. F,; 

und es ergiebt sich auch hier eine identisch verschwindende 
Summe, nachdem man die ersteren drei Durchschnittspunkte 
bez. mit üj^, ögg, t)i2> <iie letzteren drei bez. mit öga, ög^, ö^e 
multiplicirt hat. 
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Nach dem Obigen (p. 86) ist aber femer 
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und in den Ausdrücken rechter Hand sind sowohl die drei 
Zahlen öj^, \>^, t)^^ als auch die drei Zahlen ö^g, ögg, ög^ ein- 
ander gleich, wenn man voraussetzt, dass 

^2 + ^4 + ^6 = 0, Fl + Fg + Fg = 

ist, wodurch offenbar die Lage der Punkte T\, ^> • • • in keiner 
Weise beschränkt wird. Bezeichnet man den Werth der ersteren 
drei Zahlen durch p, den der letzteren drei Zahlen durch q, 
so ergiebt sich durch Addition der drei Durchschnittspunkte 
der gegenüberliegenden Seiten im ersten Pascarschen Sechs- 
ecke, da die Summe der einfachen Punkte hier nicht Null ist, 
der Punkt 

»J-(^l-^3 + ^3-^6+ ^6-^l)-q-(^2-^4+ ^4-^6+ K' '^2) 

als ein Punkt der ersten Pascarschen Linie. Dieser Punkt 
ergiebt sich aber auch durch Addition der entsprechenden drei 
Punkte im zweiten und im dritten Pascarschen Sechsecke und 
ist somit gemeinschaftlicher Durchschnittspunkt der drei Pas- 
carschen Linien. Man bezeichnet ihn nach dem Entdecker 
— Jacob Steiner — als Steiner'schen Punkt. 

Selbstverständlich ergeben sich die entsprechenden Sätze 
im einfachen Sechsseite, dessen Seiten 
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*'l^ «2^ »3^ ^i^y ^6^9 «e 
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2 



2 
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Elemente eines Strahlenbüschels zweiter Ordnung sind. Dieses 
Sechsseit wird als Brian chon'sches Sechsseit und der Punkt, 
in welchem sich die drei Verbindungslinien der gegenüber-, 
liegenden Eckpunkte schneiden, als Brianchon'scher Punkt be- 
zeichnet. Die Brianchon'schen Punkte der drei Sechsseite, die 
durch cyklische Verschiebung der Indices 1, 3, 5 oder 2, 4, 6 
auseinander hervorgehen, liegen in der Geraden 

wenn der Träger des Strahlenbüschels zweiter Ordnung das 
quadratische Geradenbild des Punktes 1 ist. 

Beispiel. Ist 

Fi== I 5 50|, Fa= I 1 2M |, 

^3= I rs 2f|, f;= 1404^1, 

r,= |4^22|, re= 15^23 |, 
so hat man 

V^+V,+ V,^ 0, F, + F, + r, = 0, 

und die Pascal'schen Linien deijenigen drei Sechsecke, die 
durch cyklische Verschiebung der Indices aus einander hervor- 
gehen, sind 

1 3* 19 23 I, I 13> 17 25 I, I 5 1 V |; 

ihr Steiner'scher Punkt ist 

1 3 ff 7 1 . 



